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WACLAW O L S Z A K 
1902—1980 
Szomorú hír ad t a t u d t u l , hogy W a c l a w OLSZAK, A varsói m ű e g y e t e m p ro -
fesszora, a Mechanikai T u d o m á n y o k N e m z e t k ö z i K ö z p o n t j á n a k (CISM) r ek -
to ra , a M a g y a r T u d o m á n y o s Akadémia t i sz te le tbel i t a g j a 1980. december 8 - á n 
Udinében e l h u n y t . 
W a c l a w OLSZAK 1902. október 24-én a kelet-sziléziai K a r n o v i n á b a n szü-
le te t t . Mérnöki t a n u l m á n y a i t Bécsben, m a j d Pár izsban végezte , de egyidejűleg 
komoly zenei t a n u l m á n y o k a t is f o l y t a t o t t , és min t hegedű v i r tuóz s ikereket 
ér t el. 1933-ban a bécsi, 1937-ben ped ig a varsó i egyetemen műszaki d o k t o r i 
c ímmel t ü n t e t t é k ki, m a j d 1934-ben a k r a k k ó i akadémián m a g á n t a n á r i foko-
za to t szerze t t . 1946-ben a krakkói , m a j d 1953-ban a varsói m ű e g y e t e m p ro -
fesszorává nevez ték ki. 
1952-ben vezetője , m a j d igazga tó ja l e t t a Lengyel T u d o m á n y o s A k a d é m i a 
á l ta l a l a p í t o t t — lényegében véve á l t a l a é le t re h ívo t t — varsó i k o n t i n u u m -
mechan ika i k u t a t ó i n t é z e t n e k , ahol m a g a köré g y ű j t ö t t e t a n í t v á n y a i t és szak-
m á j a legkivá lóbbja i t . Az á l ta la i r á n y í t o t t lelkes k u t a t ó g á r d a élén élénk t e v é -
kenységet f e j t e t t ki a mechan ika i t u d o m á n y o k eladdig kevéssé műve l t t e r ü -
letein, főleg a kép lékenység tan te rén . E z a tevékenysége a l a p v e t ő je lentőségű-
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n e k bizonyult és az ál tala v e z e t e t t in téze te t „ a kép lékenység tan lengyel isko-
l á j a " néven vi lágszer te i s m e r t t é t e t t e . 
K u t a t ó tevékenysége sz ín teré t 1969-ben Udinébe helyezte á t , ahol az 
azó ta e lhuny t P ro f . Luigi SoBRERÓval k a r ö l t v e az olasz és lengyel k o r m á n y 
h a t é k o n y t á m o g a t á s á n a k b i r t o k á b a n a mechan ika i t u d o m á n y o k művelésére 
nemzetközi k ö z p o n t o t s ze rveze t t . Ez a k ö z p o n t — a CISM — Waclaw O L S Z A K 
r ek to r i r ány í t á sa és vezetése a l a t t rövid időn belül az e lmélet i és a l k a l m a z o t t 
mechanika m i n d e n ágá t felölelő vi lágszerte el ismert k u t a t ó i n t ézménnyé 
fe j lődö t t . 
Prof . O L S Z A K t u d o m á n y o s m u n k á s s á g á n a k e r edménye i t többszáz dolgo-
z a tba n , számos értékes m o n o g r á f i á b a n t e t t e közzé. Ezekke l a nagyrész t angol 
nye lvű k i a d v á n y o k k a l az ú j a b b mechanika i t u d o m á n y o k a lapve tő f o r r á s m u n -
k á i t t e r e m t e t t e meg. B e n n ü k ál talános é rvényű , o lyan e lmélete t á l l í to t t fel , 
amely f igye lembe veszi az a n y a g o k nemhomogén , an izo t rop vo l t á t , n e m kü lön-
b e n az idő tényezőtő l f ü g g ő je lenségeket . Ezá l t a l a m é r n ö k i gyako r l a tban fel-
merülő számos o l y a n j e l e n s é g vá l t t á r g y a i h a t ó v á , ame lyeknek számítással va ló 
nyomon köve tésé re e laddig alig nyíl t lehetőség. 
Több t a n u l m á n y a j e l e n t meg a m a g y a r s zak l apokban is. 1953-ban az 
Acta Technica hasáb ja in (53. k ö t e t , 3 — 37. о.) a kép l ékenység tannak a m é r n ö k i 
gyakor la t s z e m p o n t j á b ó l f o n t o s a b b p rob lémái t és azok m e g o l d á s m ó d j á t i smer-
t e t t e . Az Acta Technica egy másik s z á m á b a n (26. k ö t e t , 55—77. o.), szerző-
t á r sáva l A. SAWCZUKkal, az o r to t róp henge rhé j ak h a t á r t e h e r b í r á s á t t á r g y a l t a 
különböző képlékenységi fe l té te lek f ennfo rgása ese tében . Az Acta Technica 
jubi leumi k ö t e t é b e n (50. k ö t e t , 263—281) a csavarás ra igénybe ve t t an i zo t rop 
r u d a k b a n ke le tkező derékfeszül t ségeknek a csavarósz i lá rdságra gyakorol t h a t á -
sá t i smer t e t t e . A Műszaki Tudomány h a s á b j a i n (52. k ö t e t , 353 — 370. o.) 
A. SAWCZUKkal í r t t a n u l m á n y á b a n azoka t az ú j sze rű e lméle teket t á r g y a l t a , 
amelyek a klasszikus e lméle t tő l eltérőleg n e m fel té telezik az a n y a g t u l a j d o n -
ságokat l ineár i snak és az idő tényezőtő l függe t l eneknek . 
Élénk t evékenysége t f e j t e t t ki a mérnökközé le t számos különböző t e r ü -
letén. T a g j a és a lapí tó ja v o l t t ö b b t u d o m á n y o s egyesü le tnek ( R I L E M , IASS , 
LUTAM, I Y B H ) , e lőadókén t vagy e lnökkén t részt v e t t azok közel félszáz 
kongresszusán. Megindí tó ja vo l t a Lengyel T u d o m á n y o s Akadémia k é t fo lyó-
i ra tának és t evékenyen ré sz t vállal t t ö b b nemze tköz i folyóirat szerkesz tő 
b i zo t t s ágában . 
T u d o m á n y o s m u n k á s s á g a el ismeréseként Wac law OLSZAK p rofesszor t a 
Lengyel T u d o m á n y o s A k a d é m i a 1954-ben levelező t a g j á v á , 1956-ban r e n d e s 
t ag j ává , 1960-ban az e lnökség t a g j á v á v á l a s z t o t t a , a lengyel k o r m á n y ped ig 
1965-ben á l lami dí j ja l , 1966-ban annak első fokoza t áva l j u t a l m a z t a . 
1964-ben t isz te le tbel i t a g j á v á v á l a s z t o t t a a M a g y a r T u d o m á n y o s Aka -
démia is, amel lyel m i n d e n k o r szoros összeköt te tés t t a r t o t t fenn. F ő k é n t az 
Akadémia vendégekén t t i zenegy a lka lommal fo rdu l t meg Magyarországon. 
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Az egyik n y a r a t is h a z á n k b a n , Ba la tonszemesen t ö l t ö t t e . Egyébkén t egyike 
vol t azoknak a kül fö ld i t u d ó s o k n a k , ak ik a második v i l ágháború u t á n először 
ve t t ék fel a kapcso la to t a haza i t u d o m á n y o s körökkel . Alaposan ismerte h a z á n k 
t ö r t é n e t é t és lelkesen ápo l t a a magya r—lengye l b a r á t s á g o t . 
L e g u t ó b b 1977-ben t a l á lkoz tunk vele B u d a p e s t o n , ahol , , 0n E v a l u a t i o n 
of New-Classical Yield Cr i t e r i a" címen a műszak i e g y e t e m Épí tő ipar i L a b o r a -
tó r i ában t a r t o t t e lőadás t , m a j d ke rekasz ta l konferencia ke re tében megha l lga t t a 
és megjegyzésekkel k í sé r te a mechan ika i t u d o m á n y o k hazai képviselőinek 
r e f e r á t u m a i t . 
A k k o r még n e m s e j t e t t ü k , hogy a k i t ű n ő test i- lelki frissességnek ö r v e n d ő 
é le tv idám tudós b a r á t u n k a t Wac law OLSZAK p rofesszor t t ö b b é nem üdvözö l -
h e t j ü k k ö r ü n k b e n . H a l á l á n a k híre őszintén megrend í t e t t m i n d a n n y i u n k a t , ak ik 
f á jó emlékezéssel gondo lunk vissza a kö rében e l tö l tö t t meghi t t ó rákra , vég-
telenül szerény, szere te t re mél tó személyére, a mechan ika i t u d o m á n y o k n e m -
zetközileg elismert f á r a d h a t a t l a n kiváló művelő jé re . 
E m l é k é t sz ívünkbe z á r j u k , nemes személyét k ö v e t e n d ő m i n t a k é p n e k 
t e k i n t j ü k . 
Csonka Pál 
Waclaw Olszak nevezetesebb művei 
1. Prestressing Applied to B o u n d Columns, Gdansk 1947 
2. Konstrukcje wstepnie sprezone. Pens twowe ustrojów sprezonych, Warszawa 1955 
3. N o n - H o m o g e n i t y in E las t i c i ty and Plast icity. S y m p o s i u m W a r s a w 1958. Pergamon Press 
1959 (mint szerkesztő) 
4. Recent Trends in the D e v e l o p m e n t of the Theory of Plasticity. Pergamon Press 1962 (társ-
szerzők: Mráz, Z. és Perzyna, P. ) 
5. Theory of Prestressed Structures 1962 (társszerzőkkel) 
6. Non-Classical Shell Problems. Proceedings, S y m p o s i u m W a r s a w 1962 (szerkesztőtárs: 
Sawczuk, A.) 
7. Theory of Plast ic i ty 1965 (szerzőtársakkal) 
8. Inelastic Behaviour in Shells. Groningen, Nordhof f 1967 (szerzőtárs: Sawczuk, A.) 
9. Micropolar Elasticity. Proceedings Sympos ium TJdine, 1972 (szerkesztőtárs: Nowacki , W . ) 
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WILLIBALD LICHTENHELDT 
1 9 0 1 — 1 9 8 0 
1980. n o v e m b e r 1-én e lhunyt Wi l l iba ld LICHTENHELDT, a Drezda i Műszaki 
E g y e t e m n y u g a l m a z o t t professzora , a N é m e t D e m o k r a t i k u s Köz t á r s a ság Tudo-
m á n y o s A k a d é m i á j á n a k rendes t a g j a . H a l á l á v a l nagy veszteség é r t e a nemze t -
közi t u d o m á n y o s v i lágot , mindenek e lő t t a mechan izmusok t u d o m á n y á t , amely-
nek vi lághí rű és k iemelkedő t e k i n t é l y ű t u d ó s a vo l t . 
Ez a vesz teség b e n n ü n k e t is k o m o l y a n é r in t . 
A z 1 9 5 0 - e s é v e k e l e j é r e C S E B I S E V , A S S Z U R , ZSUKOVSZKIJ, ARTOBOLEV-
SZKIJ , i l le tve R E U L E A U X , B U R M E S T E R , M O H R , A L T és sok más neves k u t a t ó 
munkás sága n y o m á n — mintegy száz év a l a t t — lényegében véve k i a l aku l t 
és egységes t u d o m á n n y á fe j lődöt t a s íkbeli mechan izmusok elmélete . 
Amikor h a z á n k b a n a mechan izmusok elmélete 1952 — 53-ban a gépész-
mérnöki o k t a t á s kötelező t a n t á r g y a l e t t , n á l u n k a fent ihez hasonló, el ismert 
nevekkel f é m j e l z e t t h a g y o m á n y o k c s a k n e m te l jesen h i ányoz t ak . E z é r t mind 
az ok t a t á s , m i n d a t u d o m á n y o s k u t a t á s megszervezése, k ia lak í t ása s z á m á r a 
jórész t a kü l fö ld i pé ldáka t kel le t t a l apu l v e n n ü n k . Az első m a g y a r nye lvű 
mechan izmus - szakkönyv pl. Sz. N. KOZSEVNYIKOV „Mechan izmusok és gépek 
e lméle te" c. oroszból m a g y a r r a f o r d í t o t t k ö n y v e volt 1952 — 53-ban. 
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Will ibald LICHTENHELDT ez időben A Drezda i Műszaki E g y e t e m rendes 
t a n á r a vo l t , az „ I n s t i t u t f ü r Getr iebelehre , F e i n m e c h a n i k und Tex t i lmasch i -
n e n " , vagy i s az a k k o r összevontan m ű k ö d ő mechan izmusok elmélete, f i nom-
mechan ika és t ex t i lgépek in téze tének veze tő j ekén t . Igen szívesen v e t t e a 
m a g y a r szakemberek közeledését , ak ik e lsősorban t anu ln i a k a r t a k tő le , és 
ki n e m m o n d o t t a n is a segítségét, t a n á c s a i t és b í r á l a t á t ké r t ék s a j á t m u n k á -
jukhoz . 
Az 1950-es évek végén je len tősen megé lénkü l t a nemzetköz i t u d o m á -
nyos élet . A m e c h a n i z m u s o k t e rü le t én színes és nagyon mozgalmas konfe ren -
cia-sorozat v e t t e k e z d e t é t , amelybe n a g y o n sok európa i ország, k ö z t ü k h a z á n k 
is, bekapcso lódo t t . A németekné l a mechan izmus -kon fe renc i áknak m á r hagyo-
m á n y a i vo l t ak , hiszen a v i l ágv i szony la tban is első „ G e t r i e b e t a g u n g " - o t 1926-
b a n r endez t ék D r e z d á b a n . E k k o r még élt Ludwig BURMESTER, a kon fe r enc i á t 
pedig H e r m a n n ALT r endez te . LICHTENHELDT neve e másik ke t t ő tő l m a m á r 
e lvá l a sz tha t a t l an . BURMESTER az 1880-as években v e t e t t e meg egy azó t a róla 
e lnevezet t t e rvező e l j á r á s k r i s t á ly t i sz ta geometr ia i a l ap j a i t , amelye t ő m a g a 
egyenesben veze tő mechan izmusok szerkesztésére haszná l t , és amelyrő l j ó v a l 
később az 1920-as években ALT m u t a t t a ki , hogy az sokkal á l t a l ánosabb gép-
tervezői f e l ada tok megoldására is a lka lmas . ALT, LICHTENHELDT és m á s o k 
m u n k á s s á g a n y o m á n m a m á r köz i smer t t é n y , hogy a k inema t ika i gép te rvező i 
f e l a d a t o k n a k igen széles köre lé tezik , ame lyben ennek az e l já rásnak a segít-
ségével va lami lyen előír t mozgást jó megközel í téssel megvalósí tó mechan iz -
musok k o n s t r u á l h a t o k . 
Az 1920-as években LICHTENHELDT mérnök i sko lá t ( Ingenieurschule) 
végze t t , k o n s t r u k t ő r k é n t a szövőiparban t e v é k e n y k e d e t t . Az o t t f e lmerü lő 
számos mozgás tan i f e l a d a t veze t te el ő t a B u r m e s t e r — Al t -e l já rás megismeré-
séhez és a lka lmazásához . Világosan fe l i smer te az e l j á rás és ennek n y o m á n ALT 
kezdeményezésének je lentőségét . 1931 és 1942 k ö z ö t t h a t egymás t k ö v e t ő kon-
ferencián t a r t o t t e lőadás t a szövőszékek h a j t ó m ű v e i n e k , mechan i zmusa inak 
elméleti és gyakor l a t i problémáiró l . Ezekke l a m u n k á i v a l nagy t ek in t é ly t szer-
ze t t m a g á n a k a s zakemberek körében . 
33 éves k o r á b a n h a t á r o z t a el, hogy gépészet i i smerete inek t e l j e sebbé 
té te le vége t t megszerzi a gépészmérnöki d i p l o m á t . T a n u l m á n y a i n a k be fe je -
zésével k ö v e t t e m e s t e r é t , ALT professzor t a ber l ini műszak i főiskolára , t a n á r -
segédként . Ber l inben is igen élénk t u d o m á n y o s és ok t a tó i m u n k á t v é g z e t t . 
1940-ben doktor i c íme t szerzet t „ E i n f a c h e K o n s t r u k t i o n s v e r f a h r e n zur E r m i t t -
lung der Abmessungen von K u r b e l g e t r i e b e n " (Egyszerű szerkesztő e l j á rás for -
g a t t y ú s mechan izmusok mére te inek megha tá rozásá ra ) c ímű do lgoza táva l . 
E m u n k á j á t igen n a g y haza i és nemze tköz i el ismerés k ísér te . A világ mecha -
n izmus-szak i roda lmát l apozva m e g á l l a p í t h a t j u k , hogy ez az egyik l e g t ö b b e t 
idézett m ű , amely má ig megőriz te je len tőségét , m e r t egyszerű és jó a l a p o k a t 
t e r e mt kedvező k i indu ló megoldások keresésére, amelyeke t a ma m á r rendel -
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kezésre álló számí tógépekkel m á s szempontok f igyelembevéte lével is opt i -
máln i lehe t . 
1942-ben b e n y ú j t o t t habi l i tác iós do lgoza tában i smét a szövőgépek 
b a j t ó m ű problémáihoz t é r t v issza. Még ebben az évben professzori meghívás t 
k a p o t t a megüresede t t drezdai mechan izmus- tanszékre . 
Szere t te és megé r t e t t e az i f j ú ságo t . Kivá ló előadói képességei vo l t ak s 
mindez é r the tővé teszi , hogy mié r t le t tek az e lőadásai o lyan r endk ívü l nép-
szerűek. A mechan izmusok e lméle tén kívül a f i n o m m e c h a n i k a , a tex t i lgépek 
és az ábrázoló geomet r ia t é m a k ö r é b e n is t a r t o t t e lőadásoka t . Mechanizmus 
e lőadása inak é re t t a n y a g á t összefoglaló és n a g y o n gyorsan népszerűvé v á l t 
, ,Kons t ruk t ions leh re der Ge t r i ebe" (A mechan izmusok tervezésének elmélete) 
с. k ö n y v e 1961-ben je lent meg, és azóta ú j a b b négy k ibőv í t e t t k i adás t é r t 
meg. Orosz nyelvre is l e fo rd í to t t ák . 
Mintegy 80 t u d o m á n y o s dolgoza ta je len t meg. T u d o m á n y o s érdemei el-
ismeréséül a N é m e t D e m o k r a t i k u s Köz tá r saság T u d o m á n y o s A k a d é m i á j a 
1956-ban levelező, 1959-ben rendes t a g j á v á v á l a s z t o t t a . T ö b b ál lami k i t ü n t e -
t é sben részesült . í g y pl . 1962-ben nemze t i d í j a t k a p o t t , 1978-ban ,,a nép k ivá ló 
t u d ó s a " le t t . E g y i k legnagyobb büszkesége mégis az vol t , hogy az N D K m ű -
szaki főiskoláin m i n d e n ü t t az ő t a n í t v á n y a i — ko rább i t anszék i m u n k a -
t á r s a i — tö l t ik be a mechan izmus- t anszékeke t s az ő szellemét ápo l ják t o v á b b 
az o k t a t á s b a n és k u t a t á s b a n . 
A második v i l ágháború ó ta a k é t néme t á l lam lényegében évenkén t fel-
v á l t v a rendezi a mechan izmus-konfe renc iáka t . Az 1950-es évek második felé-
ben ezek m i n d k é t oldalon erősen nemze tköz i je l legűvé v á l t a k , h íven t ü k r ö z v e 
a t u d o m á n y á g nemze tköz i báz i sának jelentős kiszélesedését . A legelső külföl-
diek egyikeként az 1 9 5 8 - a s d rezda i konferenc ián T E R P L Á N Zénó A magya r -
országi mechan izmus -ok ta t á s és k u t a t á s eredményei rő l számol t be, LICHTEN-
HELDT megh ívásának t éve eleget . 
E n n e k az e lőadásnak kedvező v i s szhangja és nemze tköz i kapcso la ta ink 
t o v á b b i erősödése ér lel ték meg az t az e lha t á rozásunka t , hogy 1960-ban a mis-
kolci Nehézipar i Műszaki E g y e t e m e n megrendezzük az első haza i , nemze tköz i 
részvéte lű mechan izmus-konfe renc iá t . M u n k á n k pozi t ív ér tékelését l á t t u k 
a b b a n , hogy a n a g y m ú l t ú szovje t és néme t iskolák képviselői e l fogadták meg-
h í v á s u n k a t és e lőadásokkal j e l en tkez tek . Ez a t é n y egyszerre nemzetköz i r a n -
got a d o t t addigi e r edménye inknek . LICHTENHELDT h á r o m m u n k a t á r s á v a l 
e g y ü t t j e len t meg, és h á r o m e lőadás t is t a r t o t t a k . Ezek k ö z é p p o n t j á b a n ezú t t a l 
is a Burmester - fé le e l j á rás á l lo t t , s ez nagy impu lzus t a d o t t ahhoz , hogy ez, 
a ná lunk akkor még csak kevéssé i smer t e lmélet , a magyarország i k u t a t á s n a k 
szerves részévé vá l j ék . T E R P L Á N Zénó 1962-ben a Mérnöki T o v á b b k é p z ő I n t é -
zet egyik e lőadássorozatán i s m e r t e t t e a Burmes te r -e lméle te t a maga te l jes-
ségében magya r nye lven , m a g y a r mérnökök számára . A 70-es években egy 
v i lágviszonyla tban is sikeres k a n d i d á t u s i disszertáció szüle te t t e t é m a k ö r b e n , 
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míg je len megemlékezés szerzője a b b a n a megt isz te l te tésben részesül t , hogy 
1 9 6 6 - b a n é s 7 6 - b a n , LICHTENHELDT p r o f e s s z o r 6 5 . , i l l e t v e 7 5 . s z ü l e t é s n a p j a 
a lka lmábó l a t isz te le tére r endeze t t d rezda i jub i leumi konferenc iákon t a r t h a t o t t 
e lőadásoka t a Burmester -e lméle t kö rében . 
1960 és 1980 közö t t LICHTENHELDT t ö b b a lka lommal és mindig ö römmel 
j á r t Magyarországon, a k á r h iva t a los minőségben, a k á r m a g á n e m b e r k é n t 
é rkeze t t . 
1967-es n y u g a l o m b a vonu l á sá t megelőzően még ak t í van részt v e t t a 
„ m e c h a n i z m u s o k " t u d o m á n y o s vi lágszervezete , az I F T O M M ( In t e rna t iona l 
F e d e r a t i o n for Theory of Machines a n d Mechanisms) mega l ap í t á sának szerve-
zési m u n k á i b a n . Később e szerveze tnek első t iszteletbel i t a g j a l e t t . 
Mind a t u d o m á n y o s közé le tben , m i n d az egye temi o k t a t á s b a n csaknem 
halá lá ig a k t í v a n részt v e t t . 1979-ben m é g megjelent a drezdai „Get r iebe tech-
n ik u n d M a s c h i n e n d y n a m i k " konfe renc ián , de egyetemi e lőadásai t 1979 j a n u á r -
j á b a n a b b a h a g y t a . 
H a l á l á v a l a k ivá ló tudós tó l , a nagyszerű o k t a t ó t ó l és a melegszívű 
embe r tő l ke l le t t búcsú t v e n n ü n k . 
E m l é k é t szere te t te l megőr izzük. 
Sályi István 
Műszaki Tudomány 59, 1980 
ANYAGKÖLCSÖNHATÁSOK 
A FÉM-SZILÍCIUMDIOXID-SZILÍCIUM (MOS) 
SZERKEZETŰ ELEKTRONIKAI ESZKÖZÖKBEN 
S Z É P IVÁN* 
A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK DOKTORA 
[Beérkezett: 1980. március 3-án] 
A tanulmány áttekinti azokat a leglényegesebb anyagi kölcsönhatásokat, ame-
lyek a szilícium alapú mikroelektronikai eszközök egyik fontos reprezentánsának, a 
fém-oxid-szilícium (MOS) szerkezetű alkatrészeknek előállítása, tárolása, valamint üze-
meltetése során felléphetnek és az egyszerű fizikai modellétől eltérő tulajdonságokat 
okozhatnak. A szerző több mint másfé l évtizedes vizsgálatai alapján kimutatja , hogy 
a nagyszámú kölcsönhatás közül d ö n t ő az oxid kialakításának módja, a technológiai 
műveletek alatt a MOS-rendszert ért hőhatások és azok körülményei, t ovábbá a fém 
felvitelének módja, minősége. E hatásokat kiváltó folyamatok mibenlétére, azok be-
folyásolásának módjára a szerző kísérletileg alátámasztott értelmezést ad. A tanulmány 
következtetéseiben a szerző kiemeli az érintett tudományágak interdiszciplináris kap-
csolatának erősítését, amely feltétele a vizsgált rendszerben lejátszódó anyagkölcsön-
hatások további felderítésének és irányíthatóságának. 
A félvezető eszközök korszerű v á l a s z t é k á b a n kiemelkedő szerepe t tölte-
nek be a fém-szi l íc iumdioxid-szi l íc ium (MOS) ré tegszerkezetek t u l a j d o n s á g a i n 
a lapuló d iszkré t és i n t eg rá l t eszközök. A számí tás technika i berendezésekben 
haszná la tos kü lönböző memória á r a m k ö r ö k , a vezérlési és au toma t i zá l á s i fel-
a d a t o k mego ldásában né lkü lözhe te t l en mikroprocesszorok l eg fe j l e t t ebb vál to-
za ta i MOS-szerkezetűek. A MOS-áramkörök r o h a m o s e l t e r j edésüke t annak 
köszönhet ik , hogy gyakor la t i lag egye t l en épí tőelemből , a MOS-tranzisz torból 
k o n s t r u á l h a t o k , amely egyszerű geomet r i a i szerkeze te mia t t igen kis helyet 
vesz igénybe, ennél fogva a MOS-áramkörökben n a g y s z á m ú t r a n z i s z t o r integ-
r á l h a t ó össze v iszonylag kis k r i s t á ly felületen ( L S I , VLSI) . N a p j a i n k b a n az 
1 cm2-re s zámí to t t e lemsűrűség m á r e lé r te a 10°-t. A MOS-t ranzisz tor felépíté-
sén k ívül ezt a sű rűsége t még az a k ö r ü l m é n y is l ehe tővé teszi, h o g y a MOS-
t ranz isz tor e lek t romos té r re l vezérel t eszköz, a m e l y működés k ö z b e n igen kis 
energiá t disszipál és ezér t még n a g y e lemsűrűség esetében sem s z a b a d u l fel 
a n n y i hő , a m e n n y i a t r anz i sz to rok m ű k ö d é s é t h á t r á n y o s a n be fo lyáso lná . 
Az in tegráció f o k á n a k ilyen m é r t é k ű növekedésében azonban m á s ténye-
zők is fon tos szerepet j á t s z o t t a k . Az á ramkör -e lméle t fejlődése funkc ioná l i san 
egyre össze te t t ebb , u g y a n a k k o r a ko rább iná l k i s ebb helyigényű á r amkörök 
te rvezésé t t e t t e l ehe tővé . A fa j lagos e lemsürűség növekedése v i szon t olyan ú j 
technológiai e l j á r á soka t követe l t , amelyekke l a ko rább iná l k isebb mére teke t 
is megb ízha tóan elő l e h e t e t t ál l í tani . A fo to l i tográ f ia i művele tekhez például 
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érzékenyebb fo to rez i sz t anyagokra , nagyobb f é n y e r e j ű , kisebb t o r z í t á s ú lencse-
rendszerekre , n a g y o b b mechanika i pontosságú i l lesztő- léptető berendezésekre 
vo l t szükség. A pol isz i l íc ium-rétegeket a lka lmazó t echno lóg iákban az ún . önil-
lesztéses kons t rukc iók bevezetésével a kémiai m a r á s i technika o k o z t a p o n t a t -
l anságoka t s ikerül t csökkenteni . A korább i t echnológia i e l j á r á sokban az egyes 
műve le t ekben ke l e tkező különböző magasságú oxid- lépcsők az összekö tő féme-
zésben szakadásoka t okoztak, a m i t a lépcsők l a n k á s k ia lak í tásáva l ki l ehe te t t 
u g y a n küszöbölni , de csak a hasznos felület k á r á r a . Ezen a h e l y z e t e n a szilí-
c ium domborza tos e lőmarásával l ehe te t t j a v í t a n i , amelyben gyakor la t i l ag 
lépcsőmentes , e g y s í k b a n fekvő oxidfelüle tek a l a k í t h a t ó k ki ( „ p l a n o x " , „iso-
p l a n a r " e l járások) . 
Mindezek és m á s , i t t fel n e m sorolt ú j t echnológia i e l já rások bevezetése 
t e t t e lehetővé ú j f a j t a á ramkörök lé t rehozásá t , az á ramkör i kons t rukc iók fej-
lődésé t . A MOS-rendszerek f iz ikai és kémiai v i z sgá l a t a u g y a n a k k o r a d a t o k a t 
szo lgá l ta to t t e r endsze rek t u l a j d o n s á g a i t befo lyáso ló sok olyan tényezőről , 
amelyekke l a MOS-t ranz isz tor f i z ika i a lapmodel l j e nem számol t , és így az 
a lapmode l l a l a p j á n levezetet t e lméle t és a MOS-rendszerek g y a k o r l a t b a n 
m u t a t k o z ó t u l a j d o n s á g a i közöt t t a p a s z t a l h a t ó e l térések nagy része ezek alap-
j á n é r te lmezhető v o l t . 
Szerző évekke l ezelőtt [1] f e l h í v t a a f i g y e l m e t arra a h ibás szemléletre, 
a m e l y a félvezető eszközöket a f é lveze tő fizika a lapegyenlete ivel l e í rha tó , egy-
szerűen model lezhe tő rendszereknek tek in t i , h o l o t t ezek előállítási technológiá-
j u k bonyo lu l t ságá tó l függő m é r t é k b e n összetet t f iz ikai -kémiai anyag- rendsze r t 
a l k o t n a k , ame lynek viselkedését az a lapanyag előál l í tásától k e z d v e a techno-
lógiai készítés lépése inek kö lcsönha tásán keresz tü l a végtermék h a s z n á l a t á n a k 
m ó d j á i g , számos t é n y e z ő befo lyáso l ja , m e g h a t á r o z v a ezáltal az eszköz hasz-
n á l a t i t u l a j d o n s á g a i t és az alapul v e t t elmélet érvényességi h a t á r a i t . 
1. ábra. A félvezető eszközök tulajdonságait meghatározó kölcsönhatások rendszere, 
—•közvetlen ráhatás iránya; visszahatás iránya 
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A félvezető eszközök t u l a j d o n s á g a i t ténylegesen megha tá rozó kölcsön-
ha t á sok kapcso l a t á t , azok eredeté t az 1. ábra szemlél te t i . Egy m e g h a t á r o z o t t 
célra a lka lmazni k í v á n t fé lvezető eszköz lé t rehozásához célszerűen egy elméleti 
modellből i ndu lunk ki. A model l megvá lasz tásakor f igye lembe kell v e n n ü n k az 
alkalmazás feltételeit (e lektromos, t e r m i k u s p a r a m é t e r e k , ha t á r é r t ékek ) , ame-
lyek a l ap ján m e g t e r v e z h e t ő az eszköz konstrukciója. E n n e k ko r l á t a i t az alap-
anyag tulajdonságai és a gyártástechnológia lehetőségei szab ják meg. Utóbbiak 
dön tően megha t á rozzák , hogy az a lka lmazás célja á l t a l k i t űzö t t követe lmé-
n y e k menny i re t e l j e s í the tők . Gondo l junk pl. a fo to l i tográ f i a mindenkor i méret-
kor l á t a i és a l é t r ehozha tó elemsúrúség közö t t i összefüggésre. Ez a kö rü lmény 
ismét v i s szaha t a kons t rukc ió ra , ame lye t a lehe tőségeknek megfelelően módo-
s í tan i kell. A vázol t kö lcsönha tások vége redményben a ki indulási model l fino-
mí t á sá t teszik szükségessé, olyan ú j elemekkel b ő v í t v e az t , amelyek a fizikai 
a lapelvekből t ö b b n y i r e n e m köve tkeznek . 
A kö lcsönha tások önál ló l ánco la t á t je lent ik azok a gyár tás i művele tek 
közben vagy a haszná la t során fellépő f iz ikai-kémiai je l legű anyagkölcsönha tá -
sok, amelyek a v é g t e r m é k vagy a közbenső t e r m é k e k t u l a j d o n s á g a i t jó és 
rossz i r á n y b a n egya rán t be fo lyáso lha t j ák (2. áb ra ) . Ezek a kö lcsönha tások 
2. ábra. Gyártási műveletlánc. A — alapanyag, T — termék mellékhatások, 
•—• — •— determináló kölcsönhatás, -<•• visszaható kölcsönhatás 
sokkal nehezebben i smerhe tők fel nemcsak a technológia i műve le t ek nagy 
száma m i a t t , h a n e m g y a k r a n azér t , m e r t csak t ö b b lépés u t án je len tkeznek , 
és így nehezen á l l ap í t ha tó meg közvet len okuk. P l . a kémia i t i sz t í t áshoz hasz-
ná l t vegyszerekből m á r a gyár t á s i f o l y a m a t kezde tén k i c s a p ó d h a t n a k a tisztí-
t a n d ó fé lvezető fe lüle t re a nehéz f émek , de ha tásossá csak a hőkezelések u tán 
vá lnak , maga a ha t á s (pl . n a g y v i sszáram) azonban csak a kész te rméken álla-
p í t h a t ó meg. 
A haszná l a t v a g y t á ro l á s m ó d j a is oka lehet o l y a n f iz ikai -kémiai vál to-
zásoknak , amelyek a kész t e rmék minőségét k á r o s í t j á k . A megengede t tné l 
nagyobb á r a m o k , feszül tségek, tú l m a g a s vagy a lacsony üzemhőmérsék le t , 
nedves környeze t e l i n d í t h a t n a k olyan f o l y a m a t o k a t , amelyek idővel az eszköz 
tönkremenéséhez veze tnek . 
A kö lcsönha tások egy közve t e t t pé ldá j a a sz i lá rd tes tek k é m i á j á b a n , az 
a n y a g t u d o m á n y b a n és főleg a v izsgála t i és d iagnosz t ika i módszerekben be-
köve tkeze t t az a n a g y a r á n y ú fej lődés, amelyet é p p e n a fent e m l í t e t t anyag-
kö lcsönha tások és f o l y a m a t o k felder í tésére i rányuló törekvések ösz tönöztek . 
A félvezető eszközökben le já tszódó á ta lakulások k u t a t á s a l end í t e t t e fel a 
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kr i s t á lyh ibák vizsgálat i me tod iká j á t , a különböző elektron- és rön tgen dif f rak-
ciós módszereket , az oxidáció, a d i f fúz ió k ine t iká já ra vonatkozó vizsgála tokat . 
A fé lvezető technológia igényeinek kielégítésére dolgoztak ki ú j fényérzékeny 
l a k k o k a t , fotolemezeket , extrém t i sz taságú vegyszereket , nagy felbontóképes-
ségű opt ikai berendezéseket , e lekt ron- , ionsugaras, plazmás technológiai mód-
szereket . 
A tovább iakban a MOS-rendszerekben fellépő legfontosabb anyagkölcsön-
ha t á sok ró l lesz szó. 
Modell és valóság 
E g y MOS-tranzisztor f iz ikai alapmodell je és a reális t r anz i sz to rban 
n é h á n y kölcsönhatás köve tkez tében kialakult valóságos szerkezet a 3. áb rán 
l á t h a t ó . Az ábra ba l oldalán l á t h a t ó metszet a l ap ján az eszköz működése 
3. ábra. Néhány kölcsönhatás MOS-rendszerben 
egyszerűnek tűn ik . H a az N t í p u s ú szilícium kr i s tá lyban k ia lak í to t t két P 
t í p u s ú t a r t o m á n y t feszültségforrással kö t jük össze, nem fo lyha t áram (el-
t e k i n t v e egy minimális visszáramtól) , mert az egyik PlV-átmenet mindig záró-
i r á n y ú előfeszültséget kap . Ha a z o n b a n a két P-szakasz közöt t a vékony szige-
te lő oxidrétegen keresztül egy fémelek t ród segítségével a szi l íc iumkris tályban 
n e g a t í v előjelű e lektromos tere t lé tes í tünk, a felület közeléből az elektronok 
e l t ávoznak , egy megha tá rozo t t térerősségnél a te rmikusan generál t pozi t ív 
l y u k a k kerülnek tú l sú lyba , a ké t P-rész közöt t vékony vezető , ún . inverziós 
c sa to rna jön létre, amelyen át megindul az á r a m . A MOS-tranzisztor f izikai 
a lapmodel l je szerint a t ranzisztor áram-feszültség karakter i sz t iká i a szilícium 
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min t félvezető, a szi l íc iumdioxid min t szigetelő és az e l ek t ród fém n é h á n y 
anyag i pa r amé te r éve l k i f e j ezhe tők . Ez az e lméle t nem té te lez fel semmilyen 
anyagkö lc sönha tá s t az egyes a lko tóré tegek k ö z ö t t . 
ColxnW \ v /T/ yr \ Vis 
In = 
ahol 
| 4 S ( F G S - F X ) -
v x — <PMS + 2 <pF 
ID — d ra iná ram, C0 — ox idkapac i t á s , gn — e lek t ronmobi l i t á s az inverziós 
c sa to rnában , W — csa to rna szélessége, L — csa to rna 1 hossza, VDS, Vos — d r a i n -
source, ill. ga te-source feszültség, <р
м
$— f ém-fé lveze tő k o n t a k t p o t e n c i á l kü lönb-
ség, cpF — szilícium felületi po t enc i á l j a . 
A va lóságban , min t ez a 3. áb rán k i n a g y í t o t t A és В j e l ű szelvényeken 
l á t h a t ó , a technológia i műve le t ek a l a t t o lyan kö lcsönha tások mehe tnek végbe , 
amelyek az elemi e lmélet tő l e l t é rő t u l a j d o n s á g o k a t hoznak l é t r e a rendszerben . 
Az A szelvényben váz la tosan j e l z e t t kö lc sönha tások közül az egyik az a lumí-
n i u m fémelek t ród és a Si0 2 r é t e g közöt t v é g b e m e n ő kémiai f o l y a m a t , a m e l y 
a lumín iumból és oxigénből álló poz i t ív ionok és e lekt ronok képződésével j á r , 
amelyek tö l t ésükke l az oxid szigetelő t u l a j d o n s á g a i t m ó d o s í t j á k . A Si0 2 és a 
Si h a t á r á n j e l en tkező kö lcsönha tás az ox idác ió során nem-sz töh iome t r ikus 
h a t á r r é t e g e t hoz lé t re , amely a Si0 2 -ben helyhez k ö t ö t t poz i t ív töl tések lé t re -
j ö t t é t okozza. A h a t á r r é t e g b e n a szilícium e rede t i adalékanyag-eloszlása is 
megvál toz ik az oxidáció , ill. a S i 0 2 és a Si e l t é rő a f f in i tása m i a t t . A foszfor 
pl . a t é r foga t i k o n c e n t r á c i ó j á h o z képest a szi l ícium felületnél feldúsul, a b ó r 
elszegényedik. A S i 0 2 és a Si k ö z ö t t i r á c s p a r a m é t e r különbség m i a t t a szil ícium 
fe lüle ténél d isz lokál t , mechan ika i feszültség a l a t t álló kr is tá lyszerkezet a l a k u l 
k i , hason lóképpen a kr is tá ly f e l fo r rasz to t t o lda lán , ahol a for raszfém ( több -
ny i re arany-szi l íc ium e u t e k t i k u m ) okoz rácsdefo rmác ió t . 
Hasonló r ácsde fo rmác iók ke le tkeznek а В szelvényben is, ahol a P - r é t e -
gen a lumín iumból k i a l a k í t o t t k o n t a k t u s Al — Si e u t e k t i k u m képződésével j á r , 
me lynek mechan ika i t u l a j d o n s á g a i mind a szi l íciumétól , m i n d az a lumín iumé-
tól e l térnek. A P és N ré tegek h a t á r á n az a d a l é k a t o m o k je len tős koncent rác ió-
különbsége m i a t t rács torzu lás lép fel, amely diszlokációháló képződésével és a 
t r anz i sz to r e l ek t romos t u l a j d o n s á g a i n a k r o m l á s á v a l j á r . 
A MOS-rendszer előáll í tása során fel lépő kö lcsönha tások nagyság rend j e , 
befo lyása kü lönböző mér t ékű l e h e t ; fe l i smerésük u t á n h a t á s u k a t sok e se tben 
a technológia megfelelő módos í t á sáva l r é szben kompenzá ln i t u d j á k . N e m 
h a g y h a t ó persze f igye lmen k ívü l , hogy az i lyen módosí tások ú j tényezők meg-
jelenésével j á r n a k , amelyek ú j kö lcsönha tások l ánco la tá t i n d í t h a t j á k el. Mind-
ezektől függe t lenül azonban a MOS-rendszerekben a technológia i műve le t ek 
elsődleges, egy k i t ű z ö t t cél e lérésére i rányuló, és másodlagos, az előbbivel p á r -
huzamosan j e l en tkező h a t á s u k s z e m p o n t j á b ó l sze lek tá lha tók . A rendelkezésre 
2* Műszaki Tudomány 59, 1980 
1 4 SZÉP I V Á N 
álló h a t a l m a s t a p a s z t a l a t i és i rodalmi a n y a g a lap ján megá l l ap í tha tó , hogy a 
MOS-rendszerek t u l a jdonsága i t a l apve tően három technológia i műve le tc sopor t 
minősége és jellege h a t á r o z z a meg: 
a ) a szigetelőréteg k i a l ak í t á sának m ó d j a ; 
b ) mindazok a h ő b e h a t á s t igénylő művele tek , ame lyek a szigetelővel be-
v o n t szi l íciumlemezt érik; 
c) a f émré teg ( M ) felvi telének m ó d j a , minősége. 
A t o v á b b i a k b a n szemelvényszerűen fogla lkozunk n é h á n y o lyan ha tás sa l , 
amelyek a felsorolt c sopor tokban d o m i n á l ó jellegűek. 
A szigetelőréteg kialakí tása 
A MOS-rendszerek szigete lőrétegének k ia l ak í t á sá ra számos módszerre l 
k í sér le tez tek . Az 1. t á b l á z a t b a n a szi l íciumdioxid r é t eg lé t rehozására leggyak-
r a b b a n a lka lmazo t t e l j á r á soka t t ü n t e t t ü k fel, a f o l y a m a t o k r a je l lemző anyag-
1. táblázat 
Szigetelő rétegek létrehozása szilíciumalapú MOS rendszerekben 
Módszer Anyagkölcsönhatás Alka lmasság 
1. Termikus oxidáció 
(800 —7— 1200 °C) vízgőz-
ben v. száraz oxigénben 
Si —• S i0 2 átalakulás felületi reak-
cióban. Határfelületen nem-sztöhio-
metrikus átmenet , mech. feszültség 
és rácshibák 








a) felületi reakcióban 




lízissel (TEOS; SiH4) 
egyenetlen tapadás; sok töltés korlátozott, első-
sorban védőbevonat 




kölcsönha tásokka l , v a l a m i n t a MOS-rendszer céljára va ló a lka lmasságuk meg-
jelölésével. A MOS-rendszer d i e l ek t r i kumának cél jára mindmáig a klasszikus , 
t e rmikus ú t o n előál l í tot t S i0 2 a l ega lka lmasabb [2]. Az oxidációs f o l y a m a t o t 
gázfázisban vízgőz v a g y oxigén á r a m b a n , esetleg k l ó r t a r t a l m ú ada l ék jelen-
lé tében végzik 800 -f- 1200 °C-on. E z e n a módon 30 n m H- 1,5 /xm vas t ag 
ré tegek megb ízha tóan e lőál l í tha tók. 
Az egyes kons t rukc iókhoz szükséges vas t agságú szi l íciumdioxid réteg 
gázfázisú oxidációval t ö r t é n ő előál l í tása magas hőmérsék le te t és v iszonylag 
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hosszú idő t (1 -y 2 óra) igényel. Mint a l á b b még lá tn i f og juk , ez j e l en tős válto-
zásoka t okoz a szilícium szerkezeti t u l a j d o n s á g a i b a n , és nehezen k ie lemezhető 
befo lyás t gyakorol a Si0 2 /Si s t r u k t ú r a e lekt romos jel lemzőire. E z é r t számosan 
p róbá lkoz t ak a S i0 2 ré teg más módszer re l t ö r t énő lé t rehozásával . Kézenfekvő-
nek t ű n t a fo lyadékfáz i sban v é g r e h a j t o t t oxidáció (pl. s a l é t romsavva l , hidro-
génperoxiddal ) [3]. I lyen módon a z o n b a n csak 5 nm-né l v é k o n y a b b ré tegeke t 
s ikerül t e l fogadha tó i d ő t a r t a m a l a t t e lőál l í tani , azonk ívü l t u l a j d o n s á g a i k sta-
bi l izálásához ezeket a ré tegeket m a g a s a b b hőfokon hőkezelni is ke l l e t t . Ilyen 
fe l té te lek mel le t t sem vo l t ak egyené r t ékűek a t e r m i k u s a n e lőá l l í to t t Si02 
ré tegekkel . 
N e m b izonyu l t ak egyené r t ékűnek az e lektrokémiai anódizálással előállí-
t o t t S i 0 2 ré tegek sem. A vizsgála tok szer in t [4] ezen f o l y a m a t során a szilícium-
a t o m o k n a k ion a l akban a képződő oxidré tegen át kel l d i f fundá ln i , és ez lénye-
gesen rosszabb szigetelőképességű ox ido t e redményez , m i n t a t e r m i k u s oxidá-
ció ese tében, ahol ionizál t ox igéna tomok d i f fundá lnak a szi l íciumfelülethez. 
Ezek a módszerek a hordozó szilíciumlemez anyagábó l hozzák létre az 
ox idré tege t . Sok olyan módszer is i smere tes , ahol az oxidot va l ami lyen más 
szilícium forrásból á l l í t j ák elő, és egyidejűleg vagy kü lön m ű v e l e t b e n viszik 
r á a szi l íciumfelületre. I lyenek pl. a p i ro l i t ikus e l já rások [5], ahol va lami lyen 
gáz a l akú v a g y i l lékony sz i l íc iumvegyüle te t oxigén je lenlé tében e l b o n t a n a k és 
a ke le tkező S i0 2 a szil íciumfelületre rácsapódik . A tapadóképesség a reakció-
f o l y a m a t és a szubsz t rá t hőmérsékle t érzékeny függvénye . S i0 2 b e v o n a t o k 
szerves sz i l íc iumvegyületeknek és l a k k o k n a k o lda tábó l is e lőá l l í tha tók , az 
o l d a t n a k a szilícium lemez felületére t ö r t é n ő rárétegzése, beszár í tása és ráége-
tése ú t j á n . T o v á b b i módszer t ö m ö r S i0 2 - t á rcsa (pl. kvarc ) ka tódpor l a sz t á sa 
r ád ió f rekvenc iás e lek t romos t é rben [6]. 
E z e k az e l já rások a lka lmasak u g y a n oxidré teg előál l í tására, azonban 
az így kész í t e t t oxidok gyengébb e l ek t romos tu l a jdonsága ik m i a t t n e m felel-
nek meg a korszerű MOS-rendszerek szigetelőrétegének céljaira. A megenged-
he tőné l n a g y o b b k ö t ö t t e lekt romos tö l t é s , a vizes oxidációs módszereknél az 
oxid n a g y h id rox i l - t a r t a lma , más e se t ekben a szerkezet i i nhomogen i t á s a fő 
kifogás ezek ellen az oxidok ellen. U g y a n a k k o r p i ro l i t ikus oxidok előnyösen 
haszná lha tók a MOS-rendszerek t echno lóg iá j ában védőbevona t c é l j á r a , több-
réteges fémezésnél e lválasztó sz igete lőré tegként , a v é k o n y , kémiai ú t o n készí-
t e t t oxid pedig a l agú tha tá s sa l á t j á r h a t ó az e lek t ronok számára , a m i t pl. a 
szi l íc iumnitr id-szi l íc iumoxid ke t tős szigetelőjű MNOS t ípusú memór ia -á ram-
körökben hasznos í t anak [7]. 
Mai i smere te ink szer int MOS-rendszerekben a szigetelő szi l íciumdioxid 
ré tege t legelőnyösebben termikus oxidációval lehet előáll í tani . Ez a S i 0 2 réteg 
á l t a l ában n e m rendeze t t szerkezetű , legfe l jebb b izonyos rövid t á v ú rendeze t t -
ség m u t a t h a t ó ki benne [8]. A S i 0 2 k r i s tá lyos módosu la ta i á l t a l á b a n üreges 
v á z s t r u k t ú r á k a t képeznek (4. ábra ) . E z e k építőeleme a S i 0 4 c sopo r t , amely 
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t e t r a é d e r e l rendezésű, a t e t r aéde r belsejében a Si a t o m , csúcsain az О a t o m o k 
fog la lnak helyet . A kr isz tobal i t n e v ű kr is tá lyos S i0 2 m ó d o s u l a t b a n (amely 
egyébkén t alkáli n y o m o k h a t á s á r a a rendezet len Si02-ből is keletkezik) (4A. 
áb ra ) a S i 0 4 t e t r a é d e r e k a g y é m á n t r á c s n a k megfele lő e l rendezésben t a l á lha -
t ó k , amelyek csúcsa ikon közös О a tomokka l kapcso lódnak egymáshoz . A kr i s -
4. ábra. A — krisztobalitrács térbeli modellje; В — kvarcrács térbeli modellje 
t á l y o s kva rcban az egymással összekapcsolt S i 0 4 t e t r aéde rek háromszögű el-
rendezésében ba l , ill. jobb m e n e t ű c sava rpá lyán he lyezkednek el (4B. áb ra ) . 
A S i 0 4 t e t r aéderek közö t t k i a l aku l t üregek, c s a t o r n á k idegen ionok , gáza tomok , 
v ízmolekulák be fogadásá ra képesek ; u g y a n a k k o r a térbel i rendeze t t ség s em 
te l jes , pl . me gs zakad t O-hidak oxigénjéhez k ö n n y e n kapcsolódik pro ton v a g y 
a Si-hoz hidroxil , esetleg p r o t o n . Ezá l ta l = S i O H , = S i H véggyökök képződ-
n e k , amelyek t o v á b b i kémiai á t a l aku l á sokban vehe tnek rész t , pl . a p r o t o n t 
n á t r i u m i o n r a cserél ik ki. Az 0E1 és H gyökök k ö n n y e n mozognak a S i 0 4 v á z 
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üregeiben, valószínűleg h id rogénkö tés közvet í tésével . Nagy v á k u u m b a n maga-
sabb hőmérsék le ten a v ízmolekulák je len tős része k id i f fundá l ezekbő l az üre-
gekből. M u n k a t á r s a i n k k a l k i m u t a t t u k [9], h o g y p r o t o n - a k c e p t o r anyagok 
(mint pl . az alifás é te rek , aminők) gőzeinek je len lé tében már szobahőmérsék-
le ten is beköve tkez ik a S i 0 2 ré teg d e h i d r a t á l ó d á s a . Valószínűleg ez a dehidra-
táció az oka az ilyen kö rü lmények k ö z ö t t t a p a s z t a l t rendeződési és kr is tá lyo-
sodási h a j l a m n a k . Szekunder- ion tömegspek t roszkóp ia i mérések szer in t [10] a 
víz fokoza tosan távoz ik a S i0 2 r é tegből , ami valószínűleg fe lüle t i adszorpció, 
m a j d h idrogénkötés á l ta l m e g k ö n n y í t e t t felületi deszorpció h a t á s á r a indul meg. 
Vízmolekulák je lenlé tében a S i0 2 felszíne n a g y s z á m ú szi lanol-gyököt t a r t a l -
maz (5. áb ra ) , a p ro ton-akcep to r mo leku lák adszorpc ió ja a víz moleku lák le-
h a s a d á s á t segít i elő, amelyek deszorbeá lódnak . E z á l t a l a felület elszegényedik 
O H - g y ö k ö k b e n , a ré teg belsejéből d i f fúz ió indul meg az egyensúly helyreállí-
t á s á r a , ennek e redményeképpen a H - t a r t a l o m egy nagyság rendde l is csök-
kenhe t . 
A t e r m i k u s a n előál l í tot t S i0 2 r é t eg ismeretesen kb . l O ^ c m 2 nagyság-
r e n d ű k ö t ö t t pozi t ív tö l t é s t t a r t a l m a z . E n n e k eredetérő l megosz lanak a véle-
mények [11], de nagyon valószínű, h o g y a Si /Si0 2 ha t á r f e lü l e tné l a reakció-
mechan izmus m i a t t fel lépő nem-sz toch iomet r ikus Si : О a r á n n y a l függ össze 
S i 0 2 
2* 
5. ábra. Fizikai-kémiai kölcsönhatások a SiO,/Si rendszerben 
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[12]. E l ek t romos és r a d i o a k t í v v izsgá la tok egya rán t k i m u t a t t á k , hogy a k ö t ö t t 
tö l tések a Si fe lüle t tő l 20 nm-t meg n e m haladó t ávo l ságban t a l á lha tók . Szá-
m u k f ü g g a felület k r i s t á l y t a n i or ientác ió já tó l , az oxidáció hőmérsékle té tő l , ami 
ny i lvánva lóvá teszi a Si —* Si04 f o l y a m a t t a l való kapcso la to t . A S iO x < 2 össze-
té te lű ré tegben a le n e m semlegesí te t t Si a tomok e redményezhe tnek pozi t ív 
tö l tés t . A 
2SiO ;± Si + Si0 2 
f o l y a m a t semleges g á z b a n végzett hőkezelés h a t á s á r a mehet végbe . Ez meg-
m a g y a r á z n á a poz i t ív töl tés csökkentésére a l k a l m a z o t t hőkezelések ha tá s -
mechan izmusá t . Az a t o m o s Si k ivá lása n e m jár töl tésképződéssel , mivel szilárd 
o l d a t b a n v a n jelen. 
A t e rmikus ox idác ió sebességére jelentős h a t á s t gyakorol a vízgőz jelen-
léte. Az ún . nedves oxidáció sebessége egy nagyságrendde l n a g y o b b , min t a 
száraz oxigénben v é g z e t t fo lyamaté [13]. Ez a r r a m u t a t , hogy az oxidációt 
víz, eset leg p ro tonok ka ta l izá l ják , me lynek során a p ro ton —OH-gyökö t ké-
pezve beleépül a SiOSi láncokba. I n f r a v ö r ö s abszorpciós mérésekkel k i m u t a t -
t á k , h o g y a Si02 r é t e g b e n az OH csopor tok száma a 10 l 9/cm3-t is megha l ad j a . 
RÉVÉSZ szerint [14] a —SiOH csopor tok felelősek a pozi t ív k ö t ö t t tö l tésér t az 
a lábbi f o lyama t e r edményeképpen : 
2 ==Si—OH ^ = = S i — 0 ~ + • S i = + H 2 0 . 
A diszproporc ionálódássa l képződö t t „ h á r o m v e g y é r t é k ű " Si-gyök a pozi t ív 
tö l tés hordozója , a m e l y azonban h id rogén felvételével semlegesí thető: 
• S i = + H — = S i — H . 
Az inf ravörös ref lexiós mérések azt is k i m u t a t t á k [9], hogy a = S i H 
csopor tok a Si felület közelében d ű s u l n a k fel, míg a = S i O H - g y ö k ö k 20 nm-en 
belül alig t a lá lha tók . A = S i H c sopo r toka t egyes k u t a t ó k összefüggésbe hozzák 
az ún . fe lület i á l l apo tokka l [15]. E z a feltevés azon a t ényen a lapul , hogy 
h id rogén ta r t a lmú g á z o k b a n végzet t alacsony hőmérsék le tű t emperá lássa l a 
felület i á l lapotsűrűség csökkenthe tő . Ezek az á l l apo tok azonban valószínűleg 
nem a k ö t ö t t pozi t ív t ö l t é s t adó t e l í t e t l en S i -a tomoktó l szá rmaznak . A k ö t ö t t 
tö l tés ugyan i s magas hőmérsékle ten semleges gázban végzet t hőkezeléssel csök-
k e n t h e t ő anélkül, h o g y a gyors á l l apo tok sűrűsége vá l tozna . 
A k ö t ö t t poz i t ív tö l tés k o m p e n z á l h a t ó n e g a t í v ionoknak a S i 0 4 t e t r a -
éderek közé való beépí tésével , m in t ez t szerzőnek S O L T Ka ta l inna l e g y ü t t vég-
zet t kísérletei b i z o n y í t o t t á k [16]. Az ál taluk v izsgá l t anion a ( P b 0 3 ) 4 _ ion 
volt , a m e l y N A R A Y - S Z A B Ó és K Á L M Á N vizsgálatai [ 1 7 ] szerint az ólomüvegek-
ben is je len van , és ezé r t ér thető a poz i t ív tö l tés t kompenzá ló h a t á s . Hasonló 
mechanizmussa l m a g y a r á z h a t ó a MOS t echnológ iában stabi l izálásra haszná l t 
foszforpentoxidos hőkezelés ha tása [18], amelynél ( P 0 4 ) t e t raéderek épülnek be 
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a S i 0 4 v á z b a . Az ö tvegyér t ékű P - a t o m azonban polarizáló h a t á s t gyakorol a 
környező S i 0 4 csopor tokra , ami d e f o r m á l j a a közeli O-h idaka t , ahol ezál ta l 
b e f o g ó d h a t n a k és immobi l izá lódnak az ins tab i l i t ás t okozó Na- ionok (5. ábra ) . 
Ugyancsak ionos kölcsönhatás immobi l izá l ja a Na- ionoka t a klór je len lé tében 
végze t t oxidációknál , valószínűleg kompenzá ló nega t ív t é r tö l t é s f o r m á j á b a n . 
A hőha tá sok ezerepe 
A MOS-rendszerekben anyagkö lcsönha tások elsősorban azokná l a tech-
nológiai művele tekné l j ö n n e k létre, amelyek magasabb hőmérsék le ten t ö r t én -
nek . E műve le t ek elsődleges h a t á s á t — t e rmikus oxidré teg lé t rehozása , ada-
lékok d i f fúz ió ja , t emperá lás i műve le t ek — másodlagos e f f ek tusok kísérik, 
amelyek n a g y s á g a a hőmérsék le t függvénye . Min thogy a technológia i fo lya-
m a t b a n egyes műveletek i smé t lődhe tnek , a hőha tá sok összegződése m i a t t 
nehezen á t t e k i n t h e t ő v iszonyok a l aku lnak ki. A technológiai ku lcsműve le tek 
során j e l en tkező kumula t í v h a t á s o k a t a 2. t á b l á z a t b a n fog la l juk össze. Mint 
2. táblázat 
Hőkezeléssel járó műveletek kumulatív hatása MOS-rendszerekben 
Művelet Elsődleges ha tás Másodlagos h a t á s 
1. Termikus oxidáció 
aktív gázokban (víz-
gőz, 0 2 , + H C I + C l 2 ) 
( T = 800 -P 1200 °C) 
2. Adalékok (B, P, As) 
diffúziója 
3. Temperálás: 
(500 4- 1100 °C) 
a) iners gázban 
(Nj, Ar, He) 
b) stabilizáló 
anyaggal (PSG) 
Felületi S i0 2 réteg ki-
alakítása; Qox, JVSS mini-
malizálása; felületi hi-
bák csökkentése 




Qox, 1VSS csökkentése 
Mozgó ionok ( N a + , K + ) 
lekötése 
Nem-sztöhiometrikus ( S i O x < 2 ) határ-
réteg. Si-ben felületi hibák, Si02-ben 
H 2 0 , Cl OH~-gyök beépülése. Ha-
tárrétegben adalékszegregáció. 
Si-rács kontrakciója; borid, foszfid kép-
ződés. Diszlokációk, illeszkedési és 
ponthibák. Reakciók Si02-vel; mor-
fológiai átalakulások (krisztobalit) 
SiOx diszproporcionálódása. SiOH, 
— SiH-gyökök, rácshibák részleges ki-
küszöbölése. Si-ben szennyezők (C, 
SiOx, Cu, Fe) szegregációja 
Vízgőzérzékenység, hajlam töltéspolari-
zációra 
l á t h a t ó , a termikus oxidáció elsődleges célja felületi S i0 2 r é t eg k ia lak í t ása . 
A kü lönböző technológiai v á l t o z a t o k elsődleges hutása a k ö t ö t t pozi t ív tö l tés 
és a ha t á r f e lü l e t i ál lapotok minimal izá lása , az oxid letörési feszül tségét és a 
szil ícium felületközeli ré tegében a kisebbségi tö l téshordozók é l e t t a r t a m á t le-
r o n t ó felület i rácshibák csökkentése . A másodlagos hatások közé t a r toz ik az 
oxidációnál keletkező, már eml í t e t t nem-sz töh iomet r ikus összetéte lű (SiOx < 2) 
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ha t á r r é t eg keletkezése, a deformációs feszül tségek h a t á s á r a a szilícium felü-
letén megje lenő il leszkedési rácsh ibák , a kü lönböző idegen gyökök beépülése 
a Si0 2 r é tegbe , az e l térő o ldékonyság okoz ta adalékszegregáció a Si /Si02 h a t á r -
felület k é t oldalán. A t e r m i k u s oxidáció kü lönböző kivitelezési módszerei a 
rácsh ibák és az idegen a t o m o k h a t á s á t b izonyos m é r t é k b e n csökkenten i t u d -
j á k . A t ö b b i h a t á s t a r t ó s ve le já ró ja a f o l y a m a t n a k . 
A P és N t í p u s ú r é t egek lé t rehozására a l k a l m a z o t t adalékdiffúzió szin-
t é n magas hőmérsék le t eke t igényel. A l e g g y a k r a b b a n haszná l t ada l ékanyagok 
a t o m j a i (B, P , As) mére t e ikben , e lek t romos t ö l t é s ü k b e n e l té rnek a szilícium-
a tomok tó l , így beépü lésük a szi l íciumrácsba je len tős rács torzulássa l j á r . E n n e k 
köve tkez tében az ada léko l t és a n e m ada lékol t t é r részek közö t t mechan ika i 
feszül tségek lépnek fel , amelyek a d i f fúzió hőmérsék le tén összete t t diszlokáció 
há lóza tok k ia lakulásához veze tnek . Ezek h á t r á n y o s a n befo lyásol ják pl. a P N -
á t m e n e t e k v i s szá ramát , a kisebbségi tö l t éshordozók é l e t t a r t a m á t . N a g y o b b 
ada lékkoncent rác iók h a t á s á r a a szilícium felüle tén vegyüle tképződés — bor id , 
foszfid, arzenid — i n d u l meg, ami technológia i b o n y o d a l m a k a t okoz. A dif-
fúzióhoz haszná l t a d a l é k a n y a g o k á l t a l ában oxid a l a k j á b a n v a n n a k jelen, ezek 
az oxidok viszont a d i f fúz ió t gátló lokális szi l íc iumoxiddal reagálni t u d n a k ; 
különféle üvegek ( foszforüveg, bórüveg) képződnek , amelyek technológiai t u l a j -
donságai kü lönböznek a megszokot t S i 0 2 t u l a jdonsága i tó l . Bizonyos ese tekben 
pl . a bórox id morfológiai á t a l aku lá soka t induká l , az amorf sz i l íc iumdioxidban 
helyi á tk r i s t á lyosodás i n d u l meg, ami pl . kr i sz tobal i t szemcsék keletkezéséhez 
vezet [19]. 
Tapasz t a l a t i fe l ismerések n y o m á n a MOS-rendszerek t e chno lóg i á j ában 
egyes műve le t ek u t á n kü lönböző temperálási (hőkezelési) lépéseket a lka lmaz-
n a k . E z e k célja az e lőző műve le tben l é t r e jö t t kedvező t len v a g y e lőnyte len 
t u l a j d o n s á g mérséklése v a g y kiküszöbölése. K o r á b b a n m á r eml í t e t t ük a k ö t ö t t 
pozi t ív tö l tés csökkentésé t célzó hőkezelést , ame lye t iners gázban 1100 °C 
körüli hőmérsékle ten h a j t a n a k végre. E n n é l a f o l y a m a t n á l mind a szubsztöhio-
met r ikus szil íciumoxid d iszproporcionálódása , mind a szilanol és a szilícium-
hidroxid-gyökök b o m l á s a , á t rendeződése a k í v á n t e r edménnye l végbemehe t . 
A hőkezelés hőmérsék le tén m a g á b a n a sz i l íc iumban is gyógyulás i f o l y a m a t o k 
j á t s z ó d h a t n a k le, a m e l y e k az eredet i v a g y a művi leg lé t rehozot t r ác sh ibák 
részleges kiküszöbölését e redményezik . A hőkezelésnek lehet azonban nega t ív 
ha tása is. I lyen pl. az in ters t ic iá l isan o ldo t t , eddig á r t a l m a t l a n szennyezések 
(Cu, C, Fe) összecsomósodása és k icsapódása . Magasabb hőmérsékle ten igen 
élénkké vál ik a sz i l íc iumegykr is tá ly készí tésekor o l d o t t oxigén a tomok d i f fú -
ziója, a m e l y fokoza tosan a Si0 2 -nek mikroszemcsék a l a k j á b a n t ö r t é n ő k ivá lá -
sához veze t . Ez n a g y m é r t é k b e n l e r o n t j a a szil ícium a l apanyag e lek t romos 
pa ramé te re i t . É rdekes m ó d o n a szilárd szilícium ox igéngázban t ö r t é n ő oxidá-
ciója n e m j á r az o x i g é n a t o m o k n a k a szilícium belsejébe t ö r t é n ő bed i f fundá lá sá -
val , m i n t ezt szerző BÁRSONY I s t v á n n a l e g y ü t t i n f r avö rös abszorpció mérés 
Műszaki Tudomány 59, 1980 
ANYAGKÖLCSÖNHATÁSOK A MOS-SZERKEZETTJ ELEKTRONIKAI ESZKÖZÖKBEN 2 1 
segítségével k i m u t a t t a [10]. E n n e k alapján úgy tűn ik , m i n t h a a Si/Si02 h a t á r -
felület oxigénatomokra nézve impermeábil is lenne. Ez é r the tő , ha f igyelembe 
vesszük, hogy 1000 °C körüli hőmérsékleteken a szilícium e lekt ronkoncent rá-
ciójá t t ek in tve m á r fémként viselkedik, a szilíciumdioxid pedig a szerkezeti 
(intrinsic) félvezetőkre jellemző sa já t ságoka t m u t a t , kb. 109 -f- 1010/cm3 r endű 
e lektron és lyuk koncentrációval . Emia t t a mindenkor i Si /Si02 ha tárfe lüle ten 
tér tö l tésré teg a lakul ki, melynek S i0 2 felöli o lda lá t a nagyobb mozgékonyságú 
e lektronok képezik. Az oxidrétegen á td i f fundáló oxigénmolekulák a határfe lü-
letnél ionizálódnak és a ke t tős ré teg terén á tha l adva reagálnak a valenciasáv 
sz i l íc iumatomjaival : SiO, m a j d S i0 2 képződik, az elektronok pedig rekombi-
ná lődnak a lyukakka l . 
A felületi á l lapotok számának csökkentésére a lka lmazot t alacsony hőmér-
sékletű, h id rogén ta r ta lmú gázokban végzett hőkezeléseknél fel tehetően a szilí-
ciumfelületnél elhelyezkedő, lekötet len e lektront t a r t a lmazó szil íciumatomok 
semlegesítése megy végbe protonbefogással [21]. Ez a kötés azonban nem tú l 
erős, ami t a felületi á l lapotsűrűségnek viszonylag enyhe t e r m i k u s behatások-
tól , alacsony energiá jú sugárzásoktól való érzékeny függése is bizonyít . 
Eml í t e t t ük , hogy a MOS-eszközök karakter i sz t iká inak „csúszásá t " okozó 
alkáli-ionok lekötésére az oxidré teget foszforpentoxid b e v o n a t t a l ellátva hő-
kezelik. Ennél a műveletnél r endk ívü l kr i t ikus a foszforpentoxid mennyisége; 
4 - 4 - 5 mólszázalék fe le t t a foszfora tom nagyobb vegyértéke m i a t t töltéspolari-
záció léphet fel, ami a Si0 2 r é tegben kötö t t tö l tés többle te t j e len t . Még nagyobb 
foszfor ta r ta lom esetében a mindenhol jelenlevő vízgőz reagál a foszforoxiddal 
foszforsav keletkezése mellett , ez pedig e lbont ja az alkáli-szilanol kötést , alkáli 
ka t ionok és foszfát anionok vá lnak szabaddá, ionos ins tabi l i tás t eredményezve. 
A fémezéssel kapcsolatos kölcsönhatások 
A MOS-rendszerek fémezésének minősége az elemi elmélet szerint csak 
a f ém és a félvezető közöt t i kon tak tpo tenc iá l t befolyásolja, amely a fém és a 
szilícium kilépési munká inak különbségével egyenlő. Előbbi a fémre jel lemző 
anyagi állandó, u t ó b b i a szilícium vezetési t í pusának és töl téshordozó kon-
cent rác ió jának függvénye . Ebbő l kifolyólag a fém-félvezető kon tak tpo tenc iá l 
(cpMS) pozit ív és nega t ív előjelű is lehet, ami pl. egy MOS-tranzisztor küszöb-
feszültségének befolyásolására is módo t n y ú j t . Ez a küszöbfeszültség ( VT) függ 
még a szilíciumfelület Fermi-potenciál já tól ((j)F), amely függvénye a helyi 
ada lékkoncent rác iónak , t ovábbá a szilíciumban kialakuló k iü r í t e t t réteg ioni-
zál t adalékkoncent rác ió já tó l (QB), va lamint a szilíciumdioxid kö tö t t és mozgó 
töl tésétől (Q0x). 
1/ _ , Qox QB 
VT = <PMS + <PF — ~ — . 
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A MOS-rendszerek t echno lóg i á j ában a felületi összeköt te tés t szolgáló fém 
k ivá lasz tása elsősorban m ű s z a k i és gazdasági m u t a t ó k szer int t ö r t é n t . A mű-
szaki m u t a t ó k különböző technológia i e lőnyökkel kapcso la tosak , m i n t az ala-
csony párolgási hőmérsék le t , duk t i l i t á s , j ó e lek t romos vezetőképesség, a fő 
gazdasági m u t a t ó k pedig a beszerezhetőség, az ár és a minőség. í g y eset t a 
vá l a sz t á s az a lumín iumra . Meg kell mondan i , hogy ez a vá lasz tás je lentős 
gondok for rása l e t t , e lsősorban a lehetséges kö lcsönha tások nem ismerése vagy 
f igye lmen k ívül hagyása m i a t t . 
A korai MOS-rendszerekben je len tkező e lek t romos ka rak te r i s z t i ka in-
s tab i l i t á s e rede té t s ikerül t r észben visszavezetni az a lumín ium fémezés elő-
áll í tási körülményei re . K i d e r ü l t , hogy a n a g y v á k u u m b a n izzó vo l f rámspi rá l -
ró l e lpá ro log ta to t t a l umín ium nemcsak s a j á t m a g a a lká l iákkal szennyeze t t , 
h a n e m a vo l f r ámból is k io ld j a az alkál iszennyezést és az a bevona t létesítése 
közben a szii íciumdioxid fe lü le tére j u t v a , o t t mozgó tö l t é s t létesí t . Mivel a 
fémezés u t á n a MOS-rendszerek h ő b e h a t á s n a k is ki v a n n a k téve (chip-felfor-
rasz tás , huza l kötés) , az alkál i - ionok a S i0 2 ré teg belse jébe is be t u d n a k d i f fun-
dá ln i , e lek t romos té r h a t á s á r a vándo ro lnak és el lenőrizhetet len módon befolyá-
so l j ák a küszöbfeszül tség é r t é k é t . A hőha tá sok a z o n b a n közvet len kémiai 
f o l y a m a t o k a t is i n d u k á l h a t n a k az a lumín ium és a szi l íciumdioxid közöt t . 
I smere t e s az ipar i gyakor la tbó l , hogy magasabb hőmérsék le ten az a lumín ium 
r e d u k á l n i képes a szi l íc iumdioxidot . A vizsgálatok szer in t a MOS technológiá-
b a n k i a l ak í t o t t a lumín ium ré t egek és a S i0 2 közöt t m á r 450° körül el indul ez 
a f o l y a m a t [22], amely poz i t ív ionok képződésével j á r , valószínűleg az alábbi 
reakc ió szer in t : 
Al - f S i 0 2 (A10) + + SiO + e-. 
600° körül a reakció már A1203 képződéséhez vezet . P o z i t í v előfeszítés mellet t 
végze t t hőkezeléskor k i m u t a t t á k a poz i t ív (A10)+ i o n n a k a szil íciumfelület 
felé való vándor l á sá t , ami t SIMS-vizsgála tok is igazo l tak . Fon tos megfigyelés, 
h o g y a fémezést megelőzően 600 °C fö lö t t hőkezel t S i0 2 - fe lü le teken a redukciós 
f o l y a m a t sokkal gyor sabban m e g y végbe, ami t a SiO, a - m ó d o s u l a t á n a k meg-
jelenésével h o z n a k összefüggésbe [23]. 
V í z t a r t a l m ú gáz té rben 500 °C-on végezve a hőkezelés t a fe lület i állapo-
t o k számának je len tős csökkenésé t t a p a s z t a l t á k . Mivel a k o r á b b a n m o n d o t t a k 
é r t e lmében ez a te l í te t len Si-gyök és egy p ro ton r e a k c i ó j á n a k az e redménye , 
a fe l tevés [24] szerint az ehhez szükséges h i d r o g é n a t o m o t az a lumín ium és a 
víz reakciója szo lgá l ta t ja (6. á b r a ) : 
Al + H 2 0 > (A10H) + + H +. 
Az a lumín ium fokozo t t reakcióképessége m i a t t m á s fémek a lka lmasságá t 
is vizsgálni kezd ték . A s z ó b a j ö v ő fémek ox id ja ik képződés i szabad energiá já-
n a k nagysága szer int az a l ább i sorba r endezhe tők : 
AG0X: Mg > Al > Ti > V ^ Si > T a > Cr > W™ Mo > N i . . . > Си > Au. 
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6. ábra. Fizikai-kémiai kölcsönhatások fém/Si0 2 rendszerben 
» 
Mindegyik fém a so rban u t á n a köve tkező ox id já t képes reduká ln i . Ebbő l 
a szempontbó l t ehá t a szil ícium u t á n i f é m e k kedvezőbbek , viszont mechan ika i 
t u l a jdonsága ik az a lumín iuménál (az a r a n y a t kivéve) kedvező t l enebbek . Ezek 
f igyelembevéte lével szerző a m u n k a t á r s a i v a l olyan k é t r é t e g ű fémezési e l j á rás t 
dolgozot t k i [25], ahol az első réteg mol ibdénből készül t , a második pedig 
a lumín iumból . A molibdén a lapré teg n e m reagál a sz i l íc iumdioxiddal , védel-
me t n y ú j t az alkáli szennyezéssel szemben, míg a r a j t a k i a l ak í to t t a lumín ium-
összeköt te tés biz tos í t ja az a lumínium k o r á b b i szereléstechnológiai e lőnyei t . 
A többré teges fémezés más megoldásai is ismeretessé v á l t a k azóta , különösen 
nagyobb hőterhelésnek a l á v e t e t t MOS-rendszerekben, pl . a Ti — Mo— Au, Ti — 
Pd-Au fémrendszerek , ahol a t i t á n a l ap ré t eg a Si02-hoz a kö tés t b i z tos í t j a , a 
Mo, ill. a P d megakadá lyozzák az Au eu t ek t i kus reakc ió já t a Si-vei esetleges 
t ű l y u k a k o n keresztül , az Au pedig jó e lek t romos és mechan ika i t u l a jdonsága i 
m i a t t a l ka lmas fedőfém. A t ű l y u k a k o n keresztül t ö r t é n ő eu t ek t i kus reakció 
az a lumín ium esetében is lé tező veszély, a m i t a szükséges hőkezelések 500 °C-t 
meg nem h a l a d ó hőmérsékle t re való kor lá tozásáva l lehet k iküszöbölni . 
M a g á n a k a fémezési műve le tnek is lehetnek technológia i kö lcsönha tás t 
k ivá l tó mel lékhatása i . Már eml í t e t t ük a vol f rámszálból kipárolgó alkál iszeny-
nyezés h a t á s á t . Ez t a t ényező t speciális kö rü lmények k ö z ö t t e lőál l í tot t v o l f r á m 
és nagy t i sz taságú a lumín ium haszná l a t áva l sikerült kor lá tozni . Ugyani lyen 
e redmény t é r t ek el az e lek t ronsugaras pá ro log ta tó fo r rások bevezetésével . I t t 
viszont k á r o s sugárha tások — e lek t ronbombázás és l ágy rön tgensugárzás — 
érik a S i 0 2 felületét , amelyek kikezelése tovább i technológiai műve le t e t 
igényel [26]. 
2* Műszaki Tudomány 59, 1980 
\ 
2 4 S Z É P I V Á N 
A fémezési művele tek hatásáról ma már e lmondha t juk , hogy i smer jük 
a ha tó tényezőket és meg v a n n a k a módszereink kézben t a r t á s u k r a . Ez kétség-
kívül a MOS-rendszerekben elért fejlődés egyik nagy eredménye. 
Kölcsönhatások MOS-termékekben 
Az anyagkölcsönhatások befolyása azonban nem ér véget a technológiai 
fo lyamat befejezésével. Már hosszabb ideig t a r t ó tárolás a la t t is fel léphetnek 
olyan fo lyamatok , amelyek a tu la jdonságok leromlásához, az eszköz tönkre -
meneteléhez vezetnek. I lyen lehet pl. a galvanikus korrózió, amely két külön-
böző elektródpotenciálú fém, nedvesség és ionos szennyezés jelenlétében megy 
végbe [22]. Arany és a lumín ium gyakran t a l á lha tó együt t a MOS-eszközök-
ben (6. ábra) , a műanyag tokos eszközökön a fémlábak men tén pedig a n e d -
vesség viszonylag gyorsan behatol a tok belsejébe. A galvanikus korrózió az 
alumínium szé tmaródásá t okozza. 
Elektrol i t ikus korrózió keletkezik a MOS-eszközök haszná la ta közben a 
pozitív feszültségnek k i t e t t fémrészeken, nedvesség és a felületen t a l á lha tó 
idegen ionok jelenlétében [27]. A felületi vízrétegben ionáram alakul ki feszült-
ségesés ha t á sá ra . H a pl. az a lumíniumréteg pozi t ív potenciálon van , oxidációs 
fo lyamat indul meg. H a klorid-ion van jelen, ez depolarizáló ha tású , az oxid-
há r tya felszakad és az oxidáció fo ly ta tódha t ik az a lumínium elfogyásáig. Na + -
ionok jelenlétében a ka tódos oldalon is létre jön korróziós fo lyama t a hidroxil-
ionok megnövekedet t koncentrác ió ja mia t t . Az ilyen korróziós fo lyamatok 
ellen a kris tályfelület alacsony olvadáspontú üveggel tö r t énő bevonásával v a g y 
hermet ikus fém-kerámia tokok használa tával védekeznek. 
A MOS-eszközök tönkremenete lé t okozha t j ák a nem megfelelően meg-
választot t üzemeltetési körü lmények, a maximál i san megengedet t á r am és 
feszültség ha tá ré r t ékek túllépése. Különösen érzékeny a túlfeszültségre a k a p u -
elektród a la t t i szigetelőréteg, amelynek á tü tés i szilárdsága h ibamentes oxid 
esetében a 7 • 10e Y /cm- t i s eléri, felületi r ácsh ibáka t , ionos szennyezést t a r t a l -
mazó helyeken azonban 10e Y/cm alá esik. Ú j a b b vizsgálatok [28] szerint az 
átütési szilárdság maximális ér tékét a Si—О kötés disszociációs energiája h a t á -
rozza meg ( ^ 3 • 107 V/cm). Ionos szennyezők jelenlétében a letörés időfüggő 
lehet. Pozi t ív kapufeszül tség esetében a N a + ionok a szigetelőrétegen keresz-
tü l a szilíciumfelülethez vándoro lnak , és o t t elősegítik elektronok hidegemisz-
szióját a szilíciumból, ami letöréshez vezet . Ionszennyezéstől mentes pl. sósav-
gázos oxidációval előáll í tott szilíciumdioxid rétegek letörési feszültsége egy 
nagyságrenddel nagyobb, mint az egyszerű oxidációval előállí tott oxidrétegeké. 
Az ionszennyezés nemcsak a kapuszigetelő viselkedését befolyásolja h á t r á -
nyosan. A d ra in -kon tak tus t körülvevő oxidréteg felületén ionok halmozódhat-
nak fel [25], pl . a nega t ív előfeszültség ál tal lé tesí te t t t é r ha tására pozi t ív 
ionok (7. ábra) . Ezek e lekt rosz ta t ikus megosztással a szigetelőrétegen át , ellen-
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7. ábra. Felületi letörés MOS-rendszerben pra-átmenetében (indukált ionhatás) 
kező előjelű tö l t é seke t i nduká lnak a félvezető fe lüle t i ré tegében. I g y a PiV-át-
m e n e t JV-oldalán e lekt ron fe ldúsulás , P-oldalán lyukelszegényedés következik 
be, ennek köve tkez tében a P iV-á tmene t letörési feszül tségének csökkenését 
okozza. 
A dra in-e lek t ródra adot t n a g y zárófeszültség olyan té rerősséget hozha t 
lé tre a k iü r í t e t t r é t egben , hogy a fe lgyorsul t e lek t ronok a fé lvezetőből ki t u d -
n a k l épn i a szigetelőbe és röv idzá ra t képeznek a kapue l ek t ródhoz . Va lamennyi 
felsorol t letörési je lenség hőmérsékle t függő, azaz n ö v e k v ő hőmérsék le t te l in ten-
z ívebbé vál ik , k e r ü l n ü n k kell t e h á t a MOS-eszközök mind t e r m i k u s , mind 
e lek t romos tú l te rhe lésé t . 
T ú l z o t t a n n a g y á ramok a f é m e s vezetők á l l apo tá t is h á t r á n y o s a n befolyá-
sol ják , ú n . e lektromigráció jöhe t l é t r e , e lektromos á r a m által k i v á l t o t t anyag-
vándo r l á s , amely a fémezés megszakadásához veze t [29]. 
Következtetések 
Az e l m o n d o t t a k meggyőzően b i zony í t j ák az anyagkö lcsönha tások szere-
pé t a MOS-rendszerek t u l a j d o n s á g a i n a k és viselkedésének a l ak í t á sában . Az, 
hogy fe lder í tésük n a g y t u d o m á n y o s erőfeszítéssel fo ly t és folyik m a is, minden 
b i zonnya l a MOS-rendszer k i eme lkedő fon tosságáva l függ össze. A szerzet t 
t a p a s z t a l a t o k b ó l azonban köve tkez ik , hogy anyagkö lc sönha tá sokka l az elő-
áll í tási technológia bonyolu l t ságá tó l függő m é r t é k b e n , m inden elektronikai 
a lka t résznél s zámolnunk kell. Ez a felismerés je len tős szemlélet i vá l tozás t 
igényel . A mai e lek t ronika magas sz in tű technológ iá ja csak a legkorszerűbb 
t u d o m á n y á g a k r a t á m a s z k o d v a j ö h e t e t t létre és csak így f e j l ő d h e t t o v á b b . 
A mego ldandó f e l ada tok gyak ran o lyanok , hogy a t u d o m á n y o k n a k ú j terüle-
t eke t kel l ny i tn iuk megoldásuk é rdekében . Az ú j ágaza tok t ö b b t u d o m á n y á g 
k ö z ö t t lé tes í tenek interdiszcipl inár is kapcso la toka t és ezzel az a l a p t u d o m á n y o k 
fe j lődéséhez is hozzá j á ru lnak . Ez persze nem teszi egyszerűvé a szakemberek 
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dolgá t , sem az ú j s zakemberek képzésé t . Az e lek t ron ika k o r s z a k u n k a t alap-
ve tően megha tá rozó szerepe e lkerü lhe te t lenné teszi , h o g y ezekkel az igények-
kel szembenézzünk és haza i ku ta tó - fe j l e sz tő m u n k á n k b a n á l ta lánossá tegyük 
a MOS-rendszerek p é l d á j á n b e m u t a t o t t szemléletet . 
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Material Interactions in the Electronic Devices of Metal-Oxide-Silicon (MOS) Structure. — 
I n this s tudy the most essential material interactions are rev iewed, which can take place 
during manufacture, storage and operation of metal-oxide-s i l icon (MOS) devices, representing 
one very important class in the groups of act ive microelectronic devices. Such interactions 
can give rise to properties differing s ignif icantly from those foreseen b y simple physical models. 
Based on the results of more t h a n f i f t een years of experimental work performed Ьу the author 
i t is shown that the critical interact ions occur during the preparation of the ox ide , during 
heat - treatments accompanying different technological operat ions and depend profoundly on 
t h e variety and the way of the deposit ion of the metal (Af ) layer. The nature of these processes, 
means how to inf luence them, are interpreted b y the author supported by experimental evidence. 
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In conclusion, the need for strengthening the interdisciplinary relations between the scientific 
branches concerned is stressed, this being the condit ion to elucidate further details and to 
bring under control material interactions in the MOS system. 
Stoffwechselwirkungen in den Bauelementen der Mikroelektronik von Metall- Silizium -
oxyd-Silizium (MOS) Struktur.— In dieser Studie werden die wichtigsten Stoffwechselwirkun-
gen überblickt, die bei der Herstellung, Lagerung und Anwendung v o n Halbleiterbauelemen-
ten mit Metall-Oxyd-Silizium (MOS) Struktur — einer der wichtigsten Vertreter der Bau-
elemente in Mikroelektronik — auftreten können und solche Eigenschaften verursachen, die 
von deren des einfachen physikalischen Models abweichen. Auf Grund von mehr als fünfzehn 
jährigen Untersuchungen des Verfassers wird es bewiesen, daß aus der großen Zahl v o n Wechsel-
wirkungen jene die wichtigsten sind, die bei der Herstellung der Oxydschicht, bei den ver-
schiedenen Wärmebehandlungen des technologischen Arbeitsganges, und bei der Aufbringung 
der Metallschicht im MOS Sys tem stattfinden. Durch Experimente unterstützt werden auch 
die Elementarprozesse und die Art und Weise ihrer Beeinflußung erörtert. Als Schlußfolgerung 
wird vom Verfasser betont, daß zur weiteren Klärung und auch Beherrschung der Stoffwechsel-
wirkungen im MOS System eine stärkere Verknüpfung zwischen den betreffenden wissen-
schaftlichen Disziplinen nötig sei. 
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ASZFALTBURKOLATÚ UTAK LEROMLÁSA 
ÉS ÉLETTARTAMA 
IFJ. G Á S P Á R LÁSZLÓ* 
A MŰSZAKI TUDOMÁNYOK KANDIDÁTUSA 
[Beérkezett: 1979. szeptember 1-én] 
A közúthálózatból kijelölt útszakaszok több éves szubjektív állapotbecslésének 
idősorai alapján megbecsültük várható élettartamukat. A z élettartam-előrebecslésnél 
az útszakaszokat attól függően osztottuk csoportokba, hogy pályaszerkezetük tényleges 
vastagsága és a rajtuk haladó forgalom által igényelt vastagság között mi az arány. 
Külön foglalkoztunk a burkolatkopás kérdésével. Hatéves méréssorozat eredményei 
alapján a pályaszerkezet vékonyodásának sebességét több tényezővel összefüggésbe hoz-
tuk. E vizsgálatok eredményei a közúti munkák műszakilag jobb tervezéséhez nyújta-
nak segítséget. 
1. Bevezetés 
Az egyre növekvő forgalmi te rhe lés mia t t mind t ö b b igényt t á m a s z t a n a k 
a k ö z u t a k k a l szemben. Ezek közül is kiemelkedik az a kívánalom, h o g y az út 
viszonylag hosszú időn keresztül, k e d v e z ő használhatósággal rendelkezzék. 
Az eml í te t t köve te lmény nemcsak m ű s z a k i és gazdasági szempontokka l indo-
kolható , h a n e m — az úthasználók kielégítet tségi sz int je , valamint a k o m o l y a b b 
á l l apo t jav í tó beava tkozások a lkalmával elkerülhetet len forgalomzavaró ha tás 
mia t t — je lentős mér t ékben politikai ké rdés is. 
Az ú t viszonylag lassú leromlási fo lyamata és megkívánt hosszúságú 
é l e t t a r t ama csak számos követelmény egyidejű biztosí tása esetében é r h e t ő el. 
Már a te rvezés időszakában ésszerűen kell a jelenlegi és a jövőbeni körülmé-
nyeket a lapu l venni ahhoz , hogy a szerkezet va lamilyen vona tkozásban ne 
legyen „ a l á m é r e t e z e t t " . Hasonlóképpen az építés és a fenntar tás s o r á n is el 
lehet o lyan h ibáka t követn i , amelyek az útál lapot gyors romlását okozzák. 
Ezenkívül vá ra t l an , i l letve előre n e m l á t o t t igénybevételek ( rendkívül nagy 
forgalmi terhelés vagy különleges i dő j á r á s i hatások) köve tkezményekén t is 
rövidülhet az ú t é l e t t a r t ama . Korszerű szemlélet szer int az ú tügynek az emlí-
t e t t résztevékenységei t — azok ha t ékony , magas szintű művelése é rdekében — 
egységükben, összefüggésükben kell vizsgálni [1]. 
A sok vál tozó t ényező miat t k o m o l y nehézségekbe ütközik az u t a k vár-
ha tó é l e t t a r t amának , akárcsak közelí tő ismerete, b á r ez, elsősorban a közút i 
m u n k á k tervezésekor , rendkívül hasznos információ [2]. 
* Ifj. Dr. Gáspár László. 1158 Budapest Doktor Sándor u. 2 
33 Műsíaki Tudomány 59, 1980 
3 0 I F J . G Á S P Á R L Á S Z L Ó 
A köve tkezőkben n é h á n y olyan k u t a t á s i e redményről számolunk b e , 
a m e l y a hazai a sz f a l t bu rko l a tú u t a k é l e t t a r t a m á v a l , ill. l e romlás i fo lyama tá -
val f ü g g össze. 
2. A z u t ak é l e t t a r t amának kü lönböző értelmezései 
Valamely ú t é l e t t a r t a m á n — klasszikus é r te lemben és kissé leegyszerű-
s í tve — azt az időszakot é r t j ü k , amíg az ú t a f e l a d a t á t el t u d j a látni. E b b ő l 
a megha tá rozásbó l az köve tkez ik , hogy az é l e t t a r t a m az ú t á tadás -á tvé te le és 
a forgalomra a l k a l m a t l a n n á v á l á s a közötti i d ő szak o t jelenti . A kérdés kissé 
részletesebb v i z sgá l a t a felvet n é h á n y p rob lémá t , amelyek közü l a legfontosab-
b a k a t a köve tkezőkben vázo l juk . 
a) Кг u t a k é l e t t a r t a m á n a k h a g y o m á n y o s a n , idő mértékegységben v a l ó 
kifejezése mel le t t (vagy i n k á b b helyet t ) , az u t ó b b i időben vi lágszer te t e r j e d 
a forgalmi terhelés d imenzióban t ö r t é n ő számolás . Nyi lvánvaló ugyanis , h o g y 
az ú t t önk remene te l é t á l t a l ában elsősorban a r a j t a lebonyolódó forgalom 
— a n n a k is főleg a nagy t enge lysú lyú része — okozza. E n n e k az ú jabb mód-
szernek a h i ányosságakén t legfe l jebb az a t é n y emlí thető, h o g y az időnek 
(pl. az aszfa l t ré tegekben levő b i t u m e n öregedésének) , az i d ő j á r á sn ak (pl. a 
fagyás-fe lengedési ciklusok s z á m á n a k ) és a r endsze res f e n n t a r t á s i m u n k á n a k a 
h a t á s á t ez a r e n d s z e r nem veszi f igyelembe. A z ú t leromlása szempon t j ábó l 
n e m egészen m i n d e g y t ehá t , h o g y például a d o t t nagyságú fo rga lmi terhelés 
h á r o m hónap a l a t t vagy pedig nyolc év a l a t t bonyolódik-e le r a j t a . Az előb-
b i e k e t az a köz i smer t megfigyelés is a l á t á m a s z t j a , hogy a forgalom nélkül i 
-— pl . ívkorrekció m i a t t f e l h a g y o t t — ú t s z a k a s z o k is t ö n k r e m e n n e k n é h á n y 
év t ized ala t t . 
b) Az ú t é l e t t a r t a m á n a k értelmezése m á r n e m teljesen egyér te lmű, ami -
ó t a a burko la te rős í t és és az u tó l agos felületi é rdes í t é s á l ta lánossá vál t . E b b e n 
a t ek in t e tben a l a p v e t ő e n ké t megoldás k íná lkoz ik . Egyik lehetőség, hogy a 
szokásos mére tű ú t f e n n t a r t á s i m u n k á t m e g h a l a d ó minden tevékenység — í g y 
a pá lyaszerkeze t erősítése v a g y az elsíkosodott felületű k o p ó r é t e g csúszás-
v iszonyainak j a v í t á s a — szükségességének fe lmerülése az ú t é l e t t a r t a m á n a k 
v é g é t , illetve egy ú j időszak k e z d e t é t jelenti. K o r s z e r ű szemlélet szerint azon-
b a n az eml í te t t k ö z ú t i m u n k á k egy út é l e t t a r t a m á n belüli t evékenységek , 
ame lyek arra h i v a t o t t a k , hogy a teljes t ö n k r e m e n e t e l t , az á l lapot időleges 
j a v í t á s a révén, e lodázzák. Az eml í t e t t elképzelés a lapján m á r va lamely ú j ú t 
t e rvezésének időszakában célszerű a rendszeres f e n n t a r t á s i t evékenységen k ívü l , 
ezeke t a „középsz in tű b e a v a t k o z á s o k a t " is megtervezni . Az i t t köve tendő 
s t r a t ég ia meglehetősen sok t ényező tő l függ [3]. 
c) Az é l e t t a r t a m vége t u l a j d o n k é p p e n az ú t leromlási f o l y a m a t á n a k végső 
s t á d i u m a . E n n e k a f o l y a m a t n a k a f igyelemmel kísérése a d h a t lehetőséget a 
m é g vá rha tó é l e t t a r t a m előrebecsülésére [4, 5, 6 ] . Világszerte k ö v e t e t t gyakor -
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la t , hogy a pá lyaszerkeze t t eherb í rásá t t e k i n t i k ebben a t ek in te tben m é r t é k -
adó k r i t é r i u m n a k . A hazai pályaszerkezet-méretezés i gyako r l a tban is e n n e k a 
p a r a m é t e r n e k v a n megha tá rozó je lentősége [7, 8]. 
Ú j a b b a n azonban egyes aszfa l t technológia i p a r a m é t e r e k (pl. H o l l a n d i á -
b a n az ún . kúszás i v izsgála t eredményei) is szo lgá lha tnak az a sz fa l t bu rko la tú 
pá lyasze rkeze tek te rvezésekor alapul [9]. Az Amerikai Egyesül t Á l l a m o k b ó l 
indu l t k i az a gyakor la t , hogy az u t a t használók s z u b j e k t í v k ie légí te t t ségi 
sz in t jé t t e k i n t i k m é r t é k a d ó n a k az út l e romlás i f o l y a m a t á n a k jel lemzésekor [10]. 
d) Az ú t é l e t t a r t a m á n a k végét n e m c s a k a tönkremene te l , a l e romlás 
e lőrehaladot t á l lapota v á l t h a t j a ki, h a n e m a pá lyaszerkezet i réteg ( i l le tve ré te-
gek) elkopása is, bá r ez a f o l y a m a t h a z á n k b a n csak r i t k á n válik m é r t é k a d ó v á , 
mikén t azt m á r négy éve t a r t ó kopásmérése ink e r edménye i igazol ják [11]. 
Elmélet i leg azonban a bu rko la tkopás j e len tősége nem v i t a t h a t ó , hiszen a bur -
ko la tkopás ese tében nemcsak arról van szó, hogy a sze rkeze t egy része f i z ika i -
lag e l tűnik és i ly módon a teherbírás közve t l enü l c sökken , hanem a k o p á s a 
pá lyaszerkeze tebe való v ízbehatolás e sé lyé t is megnövel i , és így k ö z v e t v e 
gyors í t ja a le romlás f o l y a m a t á t . A b u r k o l a t k o p á s e lőreha lad táva l két o k m i a t t 
is megnő a csapadékvíz szerkezetbe va ló beha to l á sának a lehetősége: egyrész t 
a kopóré teg v é k o n y o d á s á v a l egyre k i s e b b lesz a n n a k a kis h é z a g t a r t a l m ú 
pályaszerkezet i ré tegnek a vas tagsága , a m e l y a v ízbehatolássa l szemben „ v é d ő -
p á n c é l " szerepét töl t i be, másrészt a k e r é k n y o m v á l y ú k keletkezése m i a t t eső 
u t á n a víz hosszabb ideig megáll a b u r k o l a t o n , ezál tal megnő a b e s z i v á r g á s 
veszélye. 
e) A tervezési és a gyakorlati útélettartam á l t a l ában jelentős m é r t é k b e n 
eltér egymás tó l . A tervezés s t á d i u m á b a n á t lagos építési technológiát , k o r l á t o -
zo t t mér ték ig i smer t t a l a jv i szonyoka t és előrebecsült fo rga lmi te rhelés t vesz-
nek alapul . Az előbbiek a l a p j á n m e g h a t á r o z o t t é l e t t a r t a m értéke — a t ény l e -
ges kö rü lményeknek az előzetesen fe l té te leze t tő l eltérő v o l t a miat t — n a g y o n 
r i t kán azonos a valóságos é l e t t a r t a m m a l . N e m ri tka az az eset sem, h o g y va la -
milyen különleges (gazdasági , honvédelmi s tb . ) indok a l a p j á n az út ko r sze rű -
sítésére v a g y a pá lyaszerkeze t erősítésére még kevéssé leromlot t á l l a p o t b a n 
sor kerül . 
f ) Az é le t tar tam-előrebecslés elméleti alapon c sak nagyon k o r l á t o z o t t 
pontossággal t ö r t énhe t i k , m é g egyetlen ú t esetében is. Az é le t t a r tam előzetes 
megha t á rozá sá r a szolgáló á l ta lános é r v é n y ű módszer, a m e l y minden m é r e t e -
zési e l járás előfeltétele, m é g kevésbé l e h e t pontos. E m e l l e t t az épí tés i és a 
f enn t a r t á s i technológia szakada t l an v á l t o z á s a miat t n é h á n y év a la t t b á r m e l y 
pályaszerkezet- tervezési ( é le t t a r t amot előrebecsülő) e l j á r á s kiinduló a d a t a i n a k 
helyessége ké tessé vá lha t i k . Indokol tak é p p e n azért a z o k a törekvések, ame-
lyek során az ú t szakaszok tényleges l e romlás i f o l y a m a t á t kísérik f igye lemmel , 
és ebből v o n n a k le gyakor la t i hasznú k ö v e t k e z t e t é s e k e t . E cikk is, t ö b b e k 
közö t t , i lyen próbálkozásró l számol be [12] . 
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g) Az é l e t t a r t a m előrebecslését az a t é n y is nehezíti , h o g y a már rossz 
á l l apo tú u t a k leromlásának sebessége á l t a l á b a n megnő, így a lineáris e x t r a p o -
láció lé t jogosu l t sága v i t a t h a t ó . 
h) Ny i lvánva ló , hogy a n n a k az ú t á l l apo t sz in tnek a megvá lasz tása , a m e -
lye t a forgalom számára m á r e lv ise lhe te t lennek t a r t unk , azaz az élettartam 
végének a megállapítása, t ö b b e k közöt t gazdaság i kérdés is. E r ő s e n k o r l á t o z o t t 
a n y a g i lehetőségek esetében t e rmésze t sze rűen csak igen l e r o m l o t t á l l a p o t b a n 
ke rü lhe t sor v a l a m e l y ú t korszerűsí tésére. ( K ö z i s m e r t u g y a n a k k o r , hogy a t ú l -
ságosan késői b e a v a t k o z á s mi lyen mér tékű műszak i , gazdaság i és t á r s a d a l m i 
h á t r á n y o k k a l j á r . ) 
i) Az 1970-es évek eleje ó ta , főleg N y u g a t - E u r ó p á b a n , jel lemző t ö n k r e -
menete l i m ó d n a k számít az ú t b u r k o l a t o k maradó alakváltozása. Ez k e r é k n y o m -
v á l y ú vagy ke re sz t i r ányú gyűrődések f o r m á j á t öl thet i [13]. 
Több o r s zágban (Hol landia , N a g y b r i t a n n i a , Finnország) a ke réknyom-
vályú-mélység az üzemi é l e t t a r t a m önálló k r i t é r i u m a . 
3. Az é le t t a r t amot befolyásoló tényezők 
Amint a z t m á r az e lőzőekben is e m l í t e t t ü k , az u t a k (jelen v i z sgá la t 
s zempon t j ábó l elsősorban az a sz f a l t bu rko l a tú utak) é l e t t a r t a m á t , l e romlás i 
f o l y a m a t á n a k a l aku lásá t s zámos tényező be fo lyáso l j a . Tel jes k ö r ű fe lsorolásuk 
he lye t t , röv iden csak a l eg fon tosabbaka t v á z o l j u k . 
e j A tervezés időszakában nemcsak a pá lyaszerkeze t vas tagság i mére t e i -
n e k van az ú t é l e t t a r t a m a szempon t j ábó l megha tá rozó jelentősége, h a n e m 
e b b e n a t e k i n t e t b e n a b u r k o l a t , a p a d k á k szélessége, a v íz te len í tő r e n d s z e r 
k ia lakí tása és az ú t geometr ia i jellemzői (p l . a hossz-szelvény és a he lysz ín-
r a j z ) is szerepet k a p n a k . 
b) Az ú t kivitelezésekor k iemelkedően f o n t o s a megfelelő minőségű m u n k a 
a n n a k é rdekében , hogy az egyes pá lyaszerkeze t i rétegek a t e rveze t t m e n n y i -
ségi és minőségi p a r a m é t e r e k k e l készül jenek el. A fe lhaszná l t a l apanyagok 
(ásványi és kö tőanyagok) minőségén kívül , a keverőte lepen és a he lysz ínen 
végze t t gondos m u n k a előfel té te le annak, h o g y az út é l e t t a r t a m a kivi telezési 
o k o k miatt ne röv idü l jön le. (Különösen a kopóré teg minőségi hibái — elég-
t e l en kö tőanyag - t a r t a lma , t ú l z o t t hézagos v o l t a , meg nem engedhető f e lü l e t i 
egyenetlenségei s t b . — g y o r s í t h a t j á k meg az ú t leromlását.) 
c) Az útfenntartási m u n k á k színvonala sz intén befo lyássa l van a l e r o m -
lás fo lyama tá r a . í g y pl. a k e z d ő d ő burkola t repedések k iön tésének vagy a p a d -
k á k o n és az á r k o k b a n levő n ö v é n y z e t i de j ében tö r ténő lekaszá lásának e l m a r a -
d á s a a pá lyaszerkeze t korai t önk remene te l é t segítheti elő. Az ú t é l e t t a r t a m a 
szempon t j ábó l — ha közve tve is — nagy s ze r epe van a megfele lő sűrűséggel 
és részletességgel v é g r e h a j t o t t á l lapot fe lvé te leknek, amelyek a szükséges j ö v ő -
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beni b e a v a t k o z á s o k te rvezésé t és a m á r e lvégzet t f e n n t a r t á s i t evékenység szín-
v o n a l á n a k e lbí rá lását l ehe tővé teszik [14]. 
d) A forgalmi terhelés az egyik l eg fon tosabb az ú t é l e t t a r t a m á t befolyá-
soló t ényezők közül . E lsősorban a n a g y tenge lysú lyú j á r m ű v e k s z á m á n a k van 
ebben a t e k i n t e t b e n megha tá rozó szerepe [15]. A fo rga lom é l e t t a r t a m o t csök-
k e n t ő h a t á s a g y a k r a n más t ényezőkke l k o m b i n á l t a n je lentkezik. ( í g y pl. a 
nem elegendő burkolatszélesség k ö v e t k e z m é n y e k é n t a j á r m ű k e r e k e k az útfelü-
le tnek csak r endk ívü l szűk sáv ján j á r n a k , és ezál tal megnő a pá lyasze rkeze t 
„ f a j l agos te rhelése ." ) 
Az ú t o n közlekedő j á r m ű v e k n e k a pá lyaszerkeze t re gyakoro l t káros 
h a t á s a ugrásszerűen megnövekedhe t ik , h a a fö ldmű teherbí rása — pl . fagy-
veszélyes t a l a j t í p u s ese tében tavaszi o lvadáskor — hir te len lecsökken. Mecha-
nikai szempontbó l az egyes j á r m ű v e k sú lyából adódó függőleges n y o m ó e r ő és 
a ha ladáskor , de főleg fékezéskor , i l le tve gyors í táskor fellépő vízszintes i r ányú 
nyí róerő je len t i a pá lyaszerkezet igénybevé te lé t . 
E m l í t é s t kell még t enn i a fo rga lmi terhelés azon pozitív h a t á s á r ó l is, 
hogy a ré tegek u t á n t ö m ö r í t é s e révén ezek szilárdsági t u l a jdonsága i t — korlá-
t o z o t t mér t ék ig — j a v í t j a . 
e) Az időjárási körülmények is h a t á s s a l v a n n a k az ú t leromlási sebessé-
gére. E l sősorban a c sapadék és a szélsőséges léghőmérsékle t okozha t ebben a 
t e k i n t e t b e n p r o b l é m á k a t . Az eső és a hólé ugyan i s a túlságosan n a g y hézag-
t a r t a l m ú b u r k o l a t b a besz ivárogha t , sőt — vízelvezetési h iányosságok ese tén — 
a f ö l d m ű v e t is e lnedves í the t i . Nagy h idegben fennál l a burkola t k i f a g y á s á n a k 
veszélye, de ugyan így á l lapot romlás t i dézhe t elő a m a g a s léghőmérsékle t is, 
amikor — főleg a szükségesnél n a g y o b b b i t u m e n t a r t a l o m ese tében — az 
asz fa l tkopóré teg s tab i l i t ása olyan kis é r t é k ű v é vá lha t i k , hogy az a fo rga lom 
h a t á s á r a de fo rmálód ik . A hőmérsék le t -vá l tozás ezenkívül az eltérő hők i t e r j e -
désű e g y ü t t h a t ó j ú pályaszerkezet i e lemek (pl. a sz fa l tburko la t és c e m e n t b e t o n 
anyagú op t ika i vezetősáv) t a l á lkozásáná l olyan hézagoka t okozhat , amelyek 
a csapadékvíz beha to l á sá t lehetővé tesz ik és ily módon az é l e t t a r t a m o t há t r á -
nyosan befo lyáso l ják . Egyes hóolvasztó sót ípusok is k i m u t a t h a t ó a n röv id í t ik 
az a sz fa l tbu rko la tok é l e t t a r t a m á t . 
f ) Az időnek is szerepe van az a s z f a l t b u r k o l a t ú u t a k leromlási f o l y a m a -
t á n a k a l aku lá sában . Az épí téskor f e lhaszná l t b i t u m e n az idők f o l y a m á n öreg-
szik, keményed ik . E n n e k köve tkez tében az aszfa l t ré tegnek (elsősorban a leve-
gővel közve t lenü l é r in tkező kopóré tegnek) egyre n a g y o b b lesz a ruga lmasság i 
modulusa , így repedésre is mind h a j l a m o s a b b á válik. Az egyes pá lyaszerkeze t i 
ré tegek k i sebb-nagyobb mér t ékű u t án tömörödése , v a l a m i n t a k ö t ö t t t a l a j ú 
f ö l d m ű konszol idációja is időben el l iúzódóan já t szódik le. 
Végül megeml í t j ük , hogy a nem rendeltetésszerű használat (pl. l ánc t a lpa s 
j á r m ű v e k n e k az ú ton va ló közlekedtetése) is lehet gyors leromlás okozó ja . 
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4. Aszfaltburkolatú utak élettartamának előrebecslése 
A K Ö T U K I a K P M Közút i Főosztály megbízásából 1972 óta k u t a t j a a 
hazai asz fa l tburkola tú u tak leromlási fo lyamatá t . Ennek során a közúthá lóza t -
ból kijelölt 30—32 db , egyenként 500 fm hosszúságú útszakasz p i l lanatnyi 
á l lapotának évenkén t kétszeri jellemzésére ke rü l sor. Az eddigi eredmények-
ről t ö b b cikkben, i l le tve kuta tás i jelentésben beszámol tunk már [5, 6, 11, 16]. 
A kijelölt ú tszakaszok ál lapotfelvételének egyik fontos része, amikor a 
helyszínre kiszállt mérnökcsoport az erre a célra összeállított t áb láza t ki töl té-
sével, szubjekt ív a lapon adot t osztályzatok ú t j á n jellemzi az egyes ú tpá lya -
paraméterek p i l l ana tny i minőségi szintjét . Ugyanakkor az összállapotra is 
a d n a k 1 és 5 közö t t i , tizedes pontosságú minőségi osztályzatot . Megítélésünk 
szerint ezen osz tá lyza t időbeli a lakulásának számos útszakasznál való ismerete 
a következő okok m i a t t közelítő élet tartam-előrebecslésre n y ú j t lehetőséget: 
— a mérnökcsopor t több éves gyakorlat a l ap ján viszonylag „ o b j e k t í v " 
m ó d o n jellemzi az ú tá l lapoto t ; 
— hat -hé t év a la t t kapo t t ada tok mennyisége elegendő a megalapozot t 
extrapolációhoz ; 
— a megf igyel t útszakaszok száma elegendő ahhoz, hogy az adatsora ik-
ból á l ta lános í tha tó következte téseket v o n j u n k le; 
— több szakasz rendszeres megfigyelését azért kellett abbahagyni , m e r t 
leromlot t á l lapota mia t t pályaszerkezetét megerős í te t ték; így ismeretes az is, 
h o g y a jelenlegi haza i gyakor la tban megközelítőleg milyen minősítő osztály-
z a t t a l jel lemzett ú tá l l apo t esetén kerül sor a szokásos fenntar tás i tevékenysé-
get meghaladó beava tkozásra . 
Az élet tartam-előrebecsléshez olyan szakaszokon kapo t t ada toka t hasz-
n á l t u n k fel, amelyeken a szub jek t ív állapotbecslésre fo lyamatosan legalább 
3 éven keresztül ( t ehá t legalább 6 alkalommal) sor került . 
Az 1. t á b l á z a t ezeknek az 500 fm hosszúságú szakaszoknak a jegyzékét 
t ü n t e t i fel. Megjegyezzük, hogy azokon a szakaszokon, amelyeken a „rendsze-
res megfigyelés v é g e " oszlopban 1979. I I . fé lév került , az ál lapotjel lemzést 
az 1980. évben is fo ly ta tn i k í v á n j u k . 
Az ú tszakaszok leromlási f o lyama tának f igyelemmel kísérése a lapján vég-
ze t t élettartam-előrebecsléshez a következő ada t t í pusoka t haszná l tuk fel: 
— az ú t szakasz pi l lanatnyi ál lapotára fé lévenként adot t szubjekt ív minő-
sítő osz tá lyza toka t ; 
— az ú t szakasz építési (illetve utolsó korszerűsítési vagy megerősítési) 
i dőpon t j á t ; 
— az ú t szakasz tényleges forgalmi a d a t a i t , illetve a következő években 
— az érvényes forgalomfejlődési viszonyszámok segítségével számí to t t — v á r -
h a t ó forgalmi t e rhe lés t ; 
— az ú t szakasz fö ldművének teherb í rásá t ; 
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— az ú t szakasz pályaszerkezet i ré tegeinek vas t agság i ada ta i t ; 
— azoknak a megerősí tésre k e r ü l t ú t s zakaszoknak az utolsó á l l apo tminő-
sítő osz tá lyza ta i t , ame lyeke t előzőleg rendszeresen megf igye l tünk . 
1. táblázat 
Az élettartam-előrebecsléskor figyelembe vett, rendszeresen megfigyelt 
útszakaszok jegyzéke 
S o r s z á m Ú t s z a k a s z he lye 
É p í t é s i 
( k o r -
s z e r ű s í t é s i ) 
i d ő p o n t 
A r e n d s z e r e 
k e z d e t e 
megf igyelés 
v é g e 
1. M-l a. ú t 1 4 + 5 0 0 - 1 5 + 0 0 0 1970 1973. L fé lév 1979. II . félév 
2. M-l a . ú t 4 8 + 7 5 0 - 4 9 + 2 5 0 1970 1973. I. fé lév 1979. II . félév 
3. 1. ú t 1 2 6 + 5 0 0 - 127+000 1969 1972. II. fé lév 1976. II . félév 
4. 2. ú t 7 7 + 8 0 0 - 7 8 + 3 0 0 1971 1972. II. fé lév 1979. II. fé lév 
5. 3. ú t 2 3 + 0 0 0 - 2 3 + 5 0 0 1968 1973. 1. fé lév 1976. I. fé lév 
6. 3. ú t 9 5 + 3 6 0 - 9 5 + 8 6 0 1970 1973. II . fé lév 1979. II. fé lév 
7. 4. ú t 2 3 + 0 2 5 - 2 3 + 5 2 5 1972 1973. I. fé lév 1978. II. fé lév 
8. 4. ú t 2 3 + 5 2 5 - 2 4 + 0 2 5 1972 1972. II. f é lév 1979. II. fé lév 
9. 4. ú t 5 0 + 6 5 0 - 5 1 + 1 5 0 1973 1973. I. fé lév 1979. II. félév 
10. 4. ú t 5 4 + 6 5 0 - 5 5 + 1 5 0 1973 1973. I. fé lév 1979. II. fé lév 
11. 4. ú t 1 1 3 + 9 0 0 - 114+400 1971 1973. I. f é lév 1979. II. fé lév 
12. 4. ú t 3 2 1 + 8 0 0 - 322+300 1973 1973. I. fé lév 1978. II. fé lév 
13. 4. ú t 3 3 4 + 3 0 0 - 334+800 1973 1973. I. fé lév 1978. II. fé lév 
14. 5. ú t 2 8 + 0 0 0 - 2 8 + 5 0 0 1973 1973. II. fé lév 1976. I. fé lév 
15. 5. ú t 5 0 + 5 0 0 - 5 1 + 0 0 0 1973 1974. I. fé lév 1979. II. félév 
16. 5. ú t 5 3 + 0 0 0 - 5 3 + 5 0 0 1973 1974. I. fé lév 1979. II. fé lév 
17. 6. ú t 6 7 + 0 0 0 - 6 7 + 5 0 0 1972 1973. I. fé lév 1979. II. fé lév 
18. 70. ú t 9 0 + 0 0 0 - 9 0 + 5 0 0 1966 1973. I. fé lév 1979. II. fé lév 
19. 70. ú t 9 5 + 0 0 0 - 9 5 + 5 0 0 1966 1973. I. fé lév 1979. II. fé lév 
20. 7. ú t 1 1 6 + 0 0 0 - 116+500 1968 1972. II. fé lév 1977. II. fé lév 
21. 8. ú t 3 0 + 5 0 0 - 3 1 + 0 0 0 1972 1972. II. fé lév 1979. II. fé lév 
22. 8. ú t 3 1 + 0 0 0 - 3 1 + 5 0 0 1970 1972. II. fé lév 1979. II. fé lév 
23. 8. ú t 5 9 + 0 0 0 - 59-1-500 1972 1973. I. fé lév 1979. II. fé lév 
24. 15. ú t 1 3 + 0 0 0 - 1 3 + 5 0 0 1972 1973. I. fé lév 1979. II. fé lév 
25. 31. ú t 7 3 + 5 0 0 - 7 4 + 0 0 0 1968 1972. II. fé lév 1977. I. fé lév 
26. 44. ú t 1 2 7 + 1 2 0 - 127+620 1973 1973. II. fé lév 1979. II. fé lév 
27. 44. ú t 1 4 1 + 7 5 0 - 142+250 1970 1973. l. fé lév 1979. II. fé lév 
28. 85. ú t 3 2 + 5 0 0 - 3 3 + 0 0 0 1972 1973. l. fé lév 1979. II. fé lév 
29. 85. ú t 3 6 + 1 5 0 - 3 6 + 6 5 0 1972 1973. I. f é lév 1979. II. fé lév 
30. 87. ú t 2 + 8 0 0 - 3 + 3 0 0 1973 1975. I. fé lév 1979. II. fé lév 
31. 87. ú t 7 + 4 0 0 - 7 + 9 0 0 1973 1975. I. fé lév 1979. II. félév 
32. 2101. ú t 7 + 2 0 0 - 7 + 7 0 0 1973 1974. II. fé lév 1979. II. fé lév 
Az elvégzet t számí tássa l célunk az vol t , hogy a hazánkban k ö v e t e t t 
pá lyaszerkezet -mére tezés i e l járás [7] a lka lmazása a l ap j án a megfigyelt ú t s z a k a -
szokat négy csopor tba osz tva , az éveken keresztül v é g z e t t megfigyelés során 
k a p o t t a d a t o k ex t r apo lá l á sa ú t j án a v á r h a t ó é l e t t a r t a m h a t á r o k a t megál la -
p í t suk . 
A megf igye l t ú t szakaszok pá lyaszerkeze t i ada t a i a f ú r t m a g m i n t a vizs-
gálatai , i l le tve fe l tá rás a l ap j án i smere tesek , így összvastagságuk és e c m - b e n 
ki fe jezet t egyenér ték -vas tagságuk is m e g h a t á r o z h a t ó v o l t . 
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A fö ldmű t a l a j f a j t á j á n a k f ü g g v é n y é b e n a következő CBR-é r t ékeke t 
v e t t ü k fel: 
— h o m o k t a l a j 1 2 % , * 
— közepesen k ö t ö t t t a l a j 7 % , 
— v e g y e s t a la j (az ország s zá razabb vidékén) 6 % , 
— v e g y e s t a la j (az ország nedvesebb vidékén) 5 % . 
Már a m e g f i g y e l t ú t szakaszok k ivá lasz tá sakor f igyelemmel vol tunk a r r a , 
h o g y közelükben forga lomszámlá ló állomás l e g y e n , így azok fo rga lmi terhelése 
ép í tésük i d ő p o n t j á t ó l kezdve ismeretes . E z e k r e az évekre m e g h a t á r o z t u k az 
F10 fo rga lomnagyságo t , azaz a különböző s ú l y ú nehézgép j á rműveknek 100 k N 
(10 Mp) tengely terhe lésre á t s z á m í t o t t é r t é k é t [7]. Ezek az u t a k á l t a l ában 
8 —12 évvel eze lő t t készültek; a 15 évesnek f e l v e t t tervezési é l e t t a r t a m t o v á b b i 
(1978. évet k ö v e t ő ) időszakának vá rha tó f o r g a l m i terhelését a jelenleg é rvé-
n y e s forga lomfej lődés i v i szonyszámok a l ap j án becsül tük előre [17]. 
Az egyes ú t szakaszok pá lyasze rkeze tének szükséges egyenér t ék -vas t ag -
s á g á t a 15 év a l a t t vá rha tó összegezet t F 1 0 f o r g a l m i terhelés a f ö l d m ű tervezési 
t eherb í rása ( C B R értéke) a l a p j á n a H U M U - b a n közölt méretezés i d i a g r a m 
segítségével h a t á r o z t u k meg [7]. Az így k a p o t t szükséges egyenér t ék -vas t ag -
ságot a pá lyaszerkeze t i rétegek tényleges a d a t a i b ó l számí to t t egyenér ték-vas-
tagsággal h a s o n l í t o t t u k össze. E n n e k az összehasonl í tásnak az eredménye a l ap -
j á n a rendszeresen megfigyelt ú t szakaszoka t n é g y csoportra o sz to t t uk , a k ö v e t -
kezők szerint . 
a) T ú l m é r e t e z e t e t t ú t szakaszok 
R e t é n y l . -- -i r . 
— > L a , 
2 1
 e szüks. 
b) megfele lően mére teze t t ú tszakaszok 
szüks. 
c) a l ámére t eze t t ú t szakaszok 
0 ,6 < Я е 1 < п у 1- ^ 0 ,8 ; 
n
e szüks, 
d) erősen a lámére teze t t ú tszakaszok 
0,6 > Н«""У'- . 
ír 1 2
 e szüks. 
* Megjegyezzük, hogy a köze lmúl t országos teherbírásmérései ezt a CBR-értéket 
l y e t a HIJMÜ t a r t a l m a z — tú lzot tan alacsony ér tékűnek mutatták. 
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Az e lvégzet t számí tás t pé ldakén t egyet len ú t szakaszon , a 3. ú t 95 -f-
-j- 360 — 95 -)- 860 k m szelvények közö t t i szakaszán m u t a t j u k be . A 2. táb-
l áza t a szakasznak az épí tés től s zámí to t t 15 éves i d ő t a r t a m a a l a t t v á r h a t ó 
2. táblázat 
A 3. út 95-\-360 — 95-\-860 km szelvényei közötti szakaszának 
15 éves időszakra vonatkozó Flg forgalma 
É v A u t ó b u s z o k N e h é z t ehe rgépkocs ik 
P ó t k o c s i s 
n e h é z 
t e h e r g é p k o c s i k 
N y e r g e s 
v o n t a t ó k , 
k a m i o n o k 
F t . 
1970 21 729 63 852 23 177 30 849 139 607 
1971 16 343 63 344 15 743 22 386 117 816 
1972 28 668 99 604 28 756 30 849 187 877 
1973 48 115 128 982 31 304 53 235 261 643 
1974 49 576 120 102 30 394 48 048 248 120 
1975 65 462 140 526 28 392 31 668 266 048 
1976 75 322 148 962 26 208 32 214 282 706 
1977 82 416 157 677 29 757 40 404 310 254 
1 9 7 8 - 1 9 8 4 653 559 1280 337 241 627 336 161 2 511 684 
Az Flu értéke a 1 5 é v a l a t t 4 325 755 
Megjegyzések: 
1. A táblázat első 8 sorában a 3. sz. út 81Ц-480 k m szelvényében felállított forgalomszám-
láló állomás mérési adatai szerepelnek. 
2. A második, a harmadik, a negyedik és az ötödik oszlopban a megjelölt t ípusból az út-
szakaszon egyirányban közlekedő járművek évi darabszámának és a HUMU-ban szereplő jármű-
átszámítási szorzóknak a szorzatai szerepelnek. 
3. Az 1978 és 1984 közötti forgalmi adatokat a jelenleg érvényes forgalomfejlődési viszony-
számok alapulvételével számítottuk. 
nehéz forga lmi te rhe lésének számí tásá t szemlél te t i . (Az F10 ér tékének m e g h a t á -
rozásakor az 1970 -f- 1977. években az ú t szakaszokhoz közeli fo rga lomszám-
láló á l lomás a d a t a i r a t á m a s z k o d t u n k , m í g az 1978 -У 1984. években a jelen-
leg é rvényes forga lomfej lődés i v i szonyszámok segítségével becsül tük előre a 
fo rga lma t . ) 
A 3. sz. ú t 95 -j- 360 — 95 + 860 k m szelvényei k ö z ö t t a pá lyaszerkeze t 
tényleges egyenér t ék -vas tagsága — a r é t e g v a s t a g s á g o k n a k fú r t m a g m i n t á k 
a l a p j á n végze t t méretezése a l ap j án — a köve tkező : 
4,2 cm AB-12 X 2,2 ecm/cm = 9,24 ecm 
4,9 cm K-20 X 2,2 ecm/cm - 10,78 ecm 
5,9 cm JU-35 X2 ,0 ecm/cm = 11,80 ecm 
8,0 cm BAA X 1,5 ecm/cm = 12,00 ecm 
30,0 cm hom. kavics X0 ,5 ecm/cm = 15,00 ecm 
Összesen: He tényl. = 58,82 ecm 
A 15 éves tervezési időszakra az F10 ér téke 4 ,3 x 1 0 s egységtengely 
(2. t á b l á z a t ) . 
A f ö l d m ű a n y a g a sárga homokl isz t , í gy a méretezésnél f igyelembe vehe tő 
t ehe rb í r á sa : C B R = 7 % . 
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A HUMU mére tezés i d i ag ramjábó l , az e lőbb i ada tok a l a p j á n , a szükséges 
pá lyasze rkeze t -vas tagság : 
H. e szüks. 52,0 e c m . 
A pá lyaszerkeze t mére tezésének u tó lagos megítélése ezek u tán a k é t 
egyené r t ék -vas t agság a rányának k iszámítása a l a p j á n lehetséges: 
H, e tény 1. 58,82 ecm 
Heszüks. 52,00 ecm 
- 1,13. 
Tehá t a 3. sz . ú t 95 + 360 — 95 -f 860 k m szelvények közö t t i szakasza 
— az előbbiekben közöl t csopor tos í tás szer int — megfelelően m é r e t e z e t t n e k 
t ek in the tő . 
Az 1. áb ra a z t m u t a t j a b e , hogy a v i z sgá l t ú t szakaszon a s z u b j e k t í v 
á l lapot je l lemzések során adot t minős í tő osz tá lyza tok a l a p j á n a megfigyelés 
időszaka alat t h o g y a n alakult a l e romiás f o l y a m a t a . Ez u tóbb i mene té t k ö v e t v e , 
a még vá rha tó é l e t t a r t a m 3 é v n e k adódik. í g y e lőre lá thatólag az 1970. év i 
ép í t é s t 12,5 évvel követően vá l ik szükségessé az útszakasz pá lyasze rkeze tének 
az erősítése. (A min imál i s e l fogadha tó szintet 3,0 minősí tő osz tá lyza tnak a n n a k 
a l a p j á n v á l a s z t o t t u k , hogy h á r o m megfigyel t s zakaszunknak a megerősí tését 
közvet lenül mege lőző értékelő osz tá lyza ta megközelí tőleg ezen a szinten vo l t . ) 
F ő célunk a z o n b a n nem az egyes szakaszok é l e t t a r t a m á n a k előrebecslése, 
h a n e m a pá lyaszerkeze t tényleges teherb í rása és forgalmi te rhe lés a ránya a l ap -
j á n k ivá lasz to t t ú t szakaszcsopor tok leromlási f o l y a m a t á n a k együt tes f i gye -
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2. ábra. 
A 2. áb ra a t ú l m é r e t e z e t t , a 3. ábra a megfelelően mére t eze t t , a 4. á b r a 
az a lámére teze t t és az 5. á b r a az erősen a l ámére teze t t ú t szakaszok v á r h a t ó 
é l e t t a r t a m h a t á r a i t m u t a t j a . 
о 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 Idő (év) 
Legkisebb várható élettartam = 9 év J 
Legnagyobb várható élettartam = 13 év 
3. ábra. 
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a) A megf igye l t ú t s zakaszoka t a négy ka tegór ia va lamely ikébe az előb-
b i ekben b e m u t a t o t t példához hasonló m ó d o n elvégzett számí tás e redménye 
a l a p j á n sorol tuk . 
b) Az á b r á k vízszintes tenge lyén az ú t szakasz épí tésétől , illetve az u to lsó 
burko la te rős í t é s tő l számí to t t i dő t t ü n t e t t ü k fel években. (Az esetek többségé-
b e n a már egy-ké t éves b u r k o l a t o n kezd tük meg a rendszeres á l lapot je l lemzést , 
így az első s z ub j e k t í v minős í tő osztá lyzat is ezen időpont függőlegesébe kerül t . ) 
c) A „minimál i s , még e l t ű rhe tő s z in t " - e t , az e lőbbiekben már eml í te t -
t e k szerint — a h á r o m db, éveken keresztül megfigyelt ú t szakasz megerősí té-
sét megelőző u to l só á l lapotbecslés a lap ján — 3,0-nak v á l a s z t o t t u k . 
d) Egy-egy útszakasz á l lapot je l lemzésének idősorá t az ábrákon u g y a n -
azzal a sz imbólummal (pl. • v a g y Д ) j e lö l tük , de n e m t a r t o t t u k szükséges-
n e k annak f e l t ün te t é sé t , h o g y az egyes ú t szakaszokná l mi lyen jelzést hasz-
n á l t u n k . 
e j A szub jek t ív á l lapot je l lemző osz tá lyza tok f e l t ü n t e t e t t pon tha lmaza i -
n a k ké t burkológörbéje m e t s z e t t e ki a 3,0-as szintet je lző vízszintes vona lból 
a z t a ké t p o n t o t , amelyeknek az abszcisszára való levet í tésével k a p t u k az egyes 
ú t szakasz t ípusok v á r h a t ó é l e t t a r t a m h a t á r a i t . 
f ) Megál lapí tha tó , hogy a tényleges és a szükséges pá lyaszerkeze t egyen-
é r t ék-vas tagság a rányáva l szoros összefüggésben van az ú tszakasz v á r h a t ó 
é l e t t a r t a m a . E n n e k ha tá ra i ugyan i s — az ábrákbó l l á t h a t ó a n — a köve tkező 
é r t ékeknek a d ó d t a k : 
g) Az e lőzetes vá rakozásná l röv idebbnek adódó é l e t t a r t am-é r t ékek egyik 
m a g y a r á z a t a k é n t szolgálhat , hogy a v izsgála t a lap jáu l szolgáló, á t lagosan 
9 - 7 - 1 2 évvel eze lő t t t e rveze t t , i l letve mére t eze t t u t a k v á r h a t ó fo rga lmát szá-
m o s esetben a lábecsü lhe t ték . 
A vizsgálat e redménye azonban semmiképpen sem ér te lmezhető úgy , 
h o g y az akár az érvényes méretezés i u t a s í t á s t , akár pedig a megfigyel t ú t s zaka -
szok pá lyaszerkeze té t t e rvezők m u n k á j á t b í r á l j a . 
Az u t ak pá lyasze rkeze tének legfelső ré tege a forga lom és időjárás h a t á -
s á r a k i sebb-nagyobb m é r t é k b e n kopik. A kopás jelensége a leromlás egyik 
kísérője . Mérése és vizsgálata elsősorban a köve tkező okok m i a t t j e len tős : 
— a burko la tkopássa l a pá lyaszerkeze t t eherb í rása csökken, így az élet-
t a r t a m megrövidül ; 
t ú lmére t eze t t ú t szakaszokon 
megfelelően mére t eze t t ú t szakaszokon 
a lámére teze t t ú t szakaszokon 
erősen a lámére teze t t ú t szakaszokon 
1 1 - 1 5 év, 
9 - 1 3 év, 
7 - 1 1 , 2 5 év. 
6 - 9 , 5 év. 
5. A burkola tkopás és mérése 
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— a burkola t fe lü le t m a k r o - és mikroérdességét is befo lyásol ja a k o p á s ; 
— a pályaszerkezet u t á n t ö m ö r ö d é s e , deformáció ja szoros összefüggésben 
v a n a burko la tkopássa l ; ezek együ t t e sen okozzák a forga lmi lag h á t r á n y o s 
k e r é k n y o m v á l y ú képződésé t ; 
— a bu rko la tkopás , a j á r m ű v e k ab roncsának kopása és ezeknek a ha la -
dás közben ke l t e t t z a j h a t á s a (ún . gördülőzaj ) is összefüggenek egymással . 
H a z á n k b a n k i t e r j e d t bu rko l a tkopás -mérés 1974 ó t a folyik, m i ó t a a 
K Ö T U K I - n a k és a BME Útép í t é s i Tanszékének m u n k a t á r s a i min tegy 30 ú t -
szakaszon egy-egy keresz tsze lvényben (az ú t fe lezővonalánál és a ké t „ k e r é k -
n y o m b a n " ) a b u r k o l a t b a o lyan mérőcsapoka t helyeztek el, amelyek a b u r k o l a t -
sz in t időbeli vá l t ozásának nyomonköve té séhez állandó a lapsz in te t b iz tos í ta -
n a k . A kidolgozot t mérési e l j á rás ró l m á r k o r á b b a n beszámol tunk [5]. 
6. A burko la tkopás t befolyásoló tényezők 
A több éven keresztül m é r t b u r k o l a t k o p á s o k ér tékei és az ugyanezekrő l 
a szakaszokról u g y a n a r r a az időszakra v o n a t k o z ó egyéb t á j é k o z t a t ó k (forga-
lomnagyság , aszfa l t technológia i je l lemzők, a kopóré teg ásvány i a n y a g á n a k 
k ő z e t t a n i pa raméte re i , a bu rko la t f e lü le t makroérdessége, az időjárás je l lem-
zői s tb.) módo t n y ú j t o t t a k a b u r k o l a t k o p á s t befolyásoló t ényezők v izsgá la tá ra . 
A ha rmincké t szakaszon 4 4- 6 éve folyó kopásmérések eredményei a lap-
j á n megá l l ap í to t tuk , hogy az ú t fe lezővonaláná l a f a j l agos kopásé r tékek a 
0 m m / é v és a 0,68 mm/év szélső é r t ékek k ö z ö t t i ngadoz tak . A belső kerék-
n y o m b a n (a j á r m ű v e k kerekei á l t a l l eg jobban igénybe v e t t sávban) 0,30 m m / é v 
és 2,65 mm/év , a külső k e r é k n y o m b a n pedig 0,19 m m / é v és 2,12 m m / é v vol t 
a k é t szélső é r ték . Egyes, az ú t fe lezővonalánál e lhelyezet t mérőcsapokná l 
m é r t viszonylag n a g y (0,5 m m / é v körüli) kopás m a g y a r á z a t á t vagy az elégte-
len burkolatszélesség m i a t t egy ik ke rekükke l az ú t közepén közlekedő j á r m ű -
v e k n e k , esetleg az előzési m a n ő v e r m i a t t a felezővonalon á tha l adó j á r m ű v e k -
n e k a h a t á s á b a n , vagy pedig a b b a n lehet megta lá ln i , hogy a tú lságosan n a g y 
h é z a g t a r t a l m ú b u r k o l a t b a n az idő já rá s okozo t t ká rosodásoka t . 
Először az egyes ú t s zakaszok fo rga lmi terhelése és a k e r é k n y o m o k b a n 
m é r t bu rko la t -kopásé r t ékek közö t t i összefüggést v izsgá l tuk . Amikor a for-
ga lomnagyságo t az Á N F á t l agos nap i fo rga lommal j e l l emez tük , ez n e m vol t 
k i m u t a t h a t ó összefüggésben a f a j l agos b u r k o l a t k o p á s é r tékéve l . Az ú t szakasz 
n a g y tengelysúlyú forgalmi te rhe lésé t je l lemző F10 é r ték m á r jobb korre lác ió t 
m u t a t o t t a bu rko la tkopássa l — annak b i zony í t ékakén t , hogy elsősorban a 
nehéz forgalom (kamionok, nyerges v o n t a t ó k , nehéz tehergépkocs ik , pó tkocs i s 
tehergépkocs ik , au tóbuszok) k o p t a t ó h a t á s a jelentős. 
Közismer t t é n y , hogy a kopóré teg aszfa l t technológia i jellemzői is befo-
lyáso l ják a b u r k o l a t k o p á s á n a k é r téké t . A megfigyel t ú t szakaszon k i f ú r t mag-
m i n t á k egyes aszfa l t ré tegeinek a n y a g á t te l jes l abo ra tó r iumi v izsgá la tnak 
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v e t e t t ü k alá. A k a p o t t technológia i p a r a m é t e r e k közül a köve tkező k e t t ő n e k 
v izsgá l tuk a kopásé r tékke l va ló összefüggését : a kopóré teg szabad hézag ta r -
t a l m a ( t / .%-ban) és a kopóré teg „ re la t ív b i t u m e n t a r t a l m a " . 
Ez u tóbb i a szükséges k ö t ő a n y a g - t a r t a l o m t ó l való e l té rés előjeles é r téke , 
a m e l y e t % - b a n f e j ezünk ki. E g y é b , erre a cél ra a lkalmas ki indulás i a d a t hiá-
n y á b a n a keverék ásványi a n y a g á n a k szemeloszlásából, az egyes szemcsefrak-
ciók faj lagos fe lü le te a lap ján v e t t ü k fel a szükséges b i t u m e n t a r t a l o m szint-
Mindkét p a r a m é t e r — a m i n t ez az összetar tozó é r t é k p á r o k graf ikus áb rá -
zolásából k i t ű n t — a fa j lagos kopásé r t ékekke l külön-külön laza összefüggést 
m u t a t o t t . L á t h a t ó vol t a z o n b a n az a t endenc ia , hogy a kopóré teg n a g y m é r -
t é k ű b i t u m e n h i á n y a , illetve j e l en tős szabad h é z a g t a r t a l m a á l t a lában az á t la -
gosnál nagyobb fa j i agos bu rko la tkopássa i j á r együ t t . 
Következő lépésként az t v izsgál tuk , h o g y a faj lagos b u r k o l a t k o p á s , va la -
m i n t a nagy tenge lysú lyú fo rga lom mértéke és az aszfal t technológiai je l lemzők 
e g y ü t t e s ha t á sa közö t t milyen az összefüggés. Fe l t é t e l ez tük ugyanis , h o g y 
amenny iben ezt az á l ta lunk l eg fon tosabbnak t a r t o t t k é t p a r a m é t e r t e g y ü t t 
szerepe l te t jük , a t ö b b i — f igye l embe nem v e t t — b u r k o l a t k o p á s r a ha tó t é n y e z ő 
(az ásványi a n y a g szemcséinek a l ak j a , a szemcsék kopási ellenállása, az idő-
j á r á s i viszonyok, a felületre szó r t olvasztósó mennyisége .stb.) befolyása m á r 
k i sebb lesz. 
Ennek a v izsgá la tnak az érdekében k é t olyan mérőszámot do lgoz tunk 
ki , ame ly mind a k é t eml í te t t p a r a m é t e r h a t á s á t f igye lembe veszi. Az egyik 
mérőszám 
F l 0 az útszakaszon a burkolatkopás mérésének időszaka alatt átlagosan évente közle-
kedő n a g y tengelysúlyú forgalom mérőszámát jelenti; 
B r a kopóréteg anyagának relatív bitumentartalma (a tényleges kötőanyag-mennyi-
ségnek az ásványi anyag fajlagos felülete alapján számított bitumenigénytől való 
előjeles eltérése), 
h a kopóréteg szabad hézagtartalma, »/.%-ban. 
A két p a r a m é t e r é r t éké t o lyannak vá l a sz to t t uk , h o g y az á t lagosnak , 
i l le tve k í v á n a t o s n a k t a r t o t t aszfa l t technológia i pa r amé te r ek esetében a for-
ga lmi terhelés szorzószáma 1 ,0-val egyezzék meg. A csökkenő b i t u m e n t a r t a -
lom, i l letve a n ö v e k v ő szabad hézag t a r t a lom a mérőszám é r t é k é t növeli. 
j é t [18] 
ahol: 
a más ik pedig 
ahol: 
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6. ábra 
A 6. áb rán a külső k e r é k n y o m b a n (С j e lű mérési p o n t o k b a n ) k a p o t t f a j -
lagos kopásé r tékek és a szóban forgó ú t szakasz ra v o n a t k o z ó nehéz forgalmi 
te rhe lés (F10), i l le tve a r e l a t ív k o p ó r é t e g - b i t u m e n t a r t a l m a k alapulvételével 
s z á m í t o t t 
A 
2 , 
p a r a m é t e r összetar tozó é r téke inek p o n t h a l m a z á t t ü n t e t t ü k fel. A regressziós 
egyenes egyenlete : 
У = 2 , 9 • 1 0 - « * + 0 , 1 , 
F10\l 
ahol: 
y a fajlagos burkolatkopás a külső keréknyomban, mm/év; 
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7. ábra 
Fio I I -
B r 
A 7. áb ra a külső ke réknyom fa j l agos kopásér téke inek és az 
Br Á N F 1 — 
p a r a m é t e r e k n e k az összefüggését m u t a t j a be. Az e lőbbi ábrához k é p e s t jóval 
nagyobb szórást m u t a t ó pon tha lmaz a z t b izonyí t j a , h o g y a nagy t enge lysú lyú 
forgalom (F] 0 ) a bu rko la tkopás ra n a g y o b b ha tás t gyakorol , min t az összes 
j á r m ű v e t f igye lembe v e v ő átlagos n a p i forgalom n a g y s á g a . 
A 8. áb ra a belső k e r é k n y o m b a n ( В jelű mérési pontokban) k a p o t t faj-
lagos kopásé r t ékek és az ú t szakaszra vona tkozó nehéz forgalmi t e rhe lé s (F1 0) , 
i l letve a kopóré teg szabad h é z a g t a r t a l m á n a k alapulvételével s zámí to t t 
1 + 
p a r a m é t e r összetar tozó ér tékeinek p o n t h a l m a z á t szemlél te t i . 
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A regressziós egyenes egyen le te ; 
У = 7 , 7 5 • H ) - « * + 0 , 0 5 , 
y a fajlagos burkolatkopás a be l ső keréknyomban, m m / é v ; 
X pedig az 
F10 1 + 
h — 2 
mérőszám. 
Mind a 6., m i n d pedig a 8. á b r á n lá tha tó , h o g y a regressziós egyenes n e m 
az origón megy keresz tü l , h a n e m az y- tenge ly t kis pozitív é r t ékné l metszi . 
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9. ábra 
Ez a t é n y is igazol ja a bu rko l a tkopás ra h a t ó , i t t f igyelembe n e m ve t t t é n y e -
zők szerepét . 
A 9. áb ra a 8. ábrá tó l csak a n n y i b a n különbözik, h o g y az F 1 0 -e t az 
ÁNF-fe l he lye t t e s í t e t tük . Ezen az ábrán (ábrapáron) is — akárcsak a 6. és 7. 
áb ra esetében — k i m u t a t h a t ó a nehéz fo rga lom jelentős h a t á s a a pá lyaszerke-
zet vékonyodásá r a . 
Az előzőekben röviden összefoglalt v izsgála tok l egfon tosabb t a n u l s á g a 
az, hogy kö tőanyagszegény , i l le tve a szükségesnél nagyobb szabad hézag ta r -
t a l m ú kopóré tegek építése ese tében nemcsak — amint ez köz i smer t — a ko ra i 
szé t fagyás veszélyével kell s zámolnunk , h a n e m az á t lagosnál nagyobb mér -
t é k ű kopással is. 
Az idő j á r á snak a b u r k o l a t k o p á s r a gyakoro l t ha t á sa is je lentős. E n n e k 
vizsgála tára az egyes ú t szakaszokon mér t kopásér tékeke t abbó l a szempon t -
ból is fe ldolgoztuk, hogy — a „ k e r é k n y o m o k b a n " elhelyezett mérőcsapokná l — 
milyen volt a tél i és a n y á r i félévben t a p a s z t a l h a t ó kopásé r t ékek a r á n y a . 
A t e rmoplasz t ikus kö tőanyagokka l készült kopórétegek kopásel lenál lása a la-
csony hőmérsékle ten megnő; a réteg ruga lmasság i modu lusa nagyobb lesz, 
elsősorban a b i t umenes haba rc s sz i lárdabbá vá lása mia t t . 
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Egyes külföldi szerzők szerint [19] ugyanennek a mechanikai ellenállás-
növekedésnek nincsen a kopásé r t ék re é r ezhe tő ha tása . Az u t a k forgalma — bá r 
elsősorban a kisebb t enge lysú lyú j á r m ű v e k , a személygépkocsik s z á m a — 
ál ta lában té len az á t l agosná l kisebb. Az olvasztósó u g y a n a k k o r növeli a bu r -
ko la tkopás nagyságá t . Az eml í t e t t h a t á s o k eredőjének v izsgá la tá ra 31 ú t s z a k a -
szon, összesen 61 mérőhe lyen az egy-egy évi megfigyelési idő a la t t k a p o t t 
kopásé r t ékeke t az eml í t e t t szempont a l a p j á n két c s o p o r t b a osz to t tuk szé t . 
Minden egyes ú t s zakaszon a nyár i és a téli f é l években mért kopásé r t éke -
ke t á t l ago l tuk . Megá l lap í to t tuk , hogy ugyanazon mérőhelyeknél a „ n y á r i 
k o p á s " é r t éke az esetek 8 3 , 6 % - á b a n n a g y o b b volt a „ t é l i kopás" -ná l ; 4 , 9 % -
b a n a ké t é r t ék megközel í tőleg azonos v o l t , és mindössze 11 ,5%-ban (7 eset-
ben) m é r t ü n k télen n a g y o b b kopásoka t . Ez u tóbb iak közü l négy ese tben ez 
a jelenség nagyon nagy h é z a g t a r t a l m ú b u r k o l a t o n vo l t megf igyelhető , aho l a 
kopás k ia laku lásában a h a b a r c s , illetve e n n e k téli megszi lárdulása v iszonylag 
kisebb szerepet já tszik. Megjegyezzük, h o g y a téli félév a rendszeres ú t szakasz -
megfigyelések esetében á l t a l á b a n ok tóber tő l áprilisig t a r t o t t ; így már a t a v a s z i 
forgalom egy része is é r e z t e t t e ha tásá t a b u r k o l a t k o p á s b a n . 
E n n e k elkerülésére (egy át lagosnál hidegebb té l u t á n ) 1978 f e b r u á r j á -
ban — a t a v a s z r a t e r v e z e t t megfigyeléssorozatot megelőzően — rendk ívü l i 
burko la tkopás-mérés t v é g e z t ü n k a szakaszokon. A 31 szakaszból 24-en el-
h a n y a g o l h a t ó a n kis (0,1 m m alat t i ) kopásé r t éke t m é r t ü n k , a további 7 szaka-
szon is csak 0,2 — 0,4 m m vo l t az 1977 ok tóbe re óta t a p a s z t a l t b u r k o l a t k o p á s . 
Azonban ez a k i m o n d o t t a n „ té l i k o p á s " egyet len ú t szakaszon sem é r t e el az 
elmúlt fél év „ n y á r i k o p á s " é r téké t . 
7. A burkola tkopás időbeli lefolyása 
Az egyes mérőcsapokná l mért b u r k o l a t k o p á s időbeli lefolyását v izsgálva 
a következő megál lap í tások t ehe tők : 
a ) A szakaszok egy részén a megfigyelés i dőszakában eléggé egyenle tes 
a kopás sebessége. (Ez az ese t á l ta lában a k k o r fordul elő, amikor már t ö b b éve 
forgalom a l a t t levő ú t s zakaszon kezd tük el a kopásmérés t . ) 
b) Jel legzetesnek t e k i n t h e t ő az az eset is, amikor a kezdeti n a g y o b b 
kopás u t á n lelassult a k o p ó r é t e g vékonyodásának ü t e m e . (Fel té te lezhető , hogy 
az észlelt je lenség m a g y a r á z a t a a burkola t fe lü le tbő l k iá l ló zúzalékszemcsék 
éleinek fokoza tos lecsiszolódása, amely egy re növekvő kopás i felületet okoz.) 
c) E l v é t v e e lőfordul t , hogy egy-egy fél év a la t t bu rko l a tkopás he lye t t 
„ v a s t a g o d á s t " r eg i sz t rá l tunk . Ennek oka a n a g y k ö t ő a n y a g - t a r t a l m ú bu rko l a -
tokon a kopóré teg de fo rmác ió ja , fe lgyűrődése lehet; egyéb esetekben ped ig 
az a tény, h o g y a szóban fo rgó időszakban egyál ta lán n e m vol t bu rko la tkopás , 
és az a lka lmazo t t mérési módszer jellegéből adódóan a műszerá l lásokat i lyen 
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10. ábra 
ese tekben vélet lenszerűen úgy v á l a s z t o t t u k , hogy a l á b a k á l t a l ában zúzalék-
szemekre kerü l tek , n e m pedig a k ö z ö t t ü k levő völgyekbe . 
A 10. ábra p é l d a k é n t n é h á n y jellegzetes kopás i f o l y a m a t o t m u t a t be . 
8. A kopásmérés és a felületi makroérdesség 
A kidolgozot t kopásmérés i e l j á r á s a lka lmazásakor k a p o t t e r edményeke t 
összefüggésbe hoz tuk a burko la t fe lü le t makroérdességét je l lemző homokmély -
ség é r t ékke l . A korrelációkeresés elvi a l ap ja a n n a k a fel ismerése vo l t , hogy 
amikor a kopásmérő műszerre l a mérőcsap fö lö t t h a t á l lásban leo lvasásokat 
végzünk , a burko la t fe lü le t érdességi viszonyai befo lyáso l ják , hogy a század 
m m pontosságú , a műsze r min t egy 60°-os e l forga tásáva l k a p o t t leolvasások 
mi lyen mér t ékben t é r n e k el egymástó l . Kis makroérdességű b u r k o l a t fe lü le tén 
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11. ábra 
az ind iká to ró rán leolvasott é r t é k e t nem befo lyásol ja je lentősen , hogy a há rom 
múszer láb a vélet lenszerű elhelyezéskor zúzalékszemek t e t e j é r e kerül , vagy 
ped ig a k ö z ö t t ü k levő vö lgyekbe . Erősen érdes fe lüle tű bu rko l a tokon ennek 
az elhelyezésnek m á r sokkal n a g y o b b h a t á s a v a n a leolvasásra . Az összefüggés 
pon tosabb v izsgá la tá ra k i s z á m í t o t t u k minden egyes kopásmérés h a t ind iká tor -
ó r a leolvasásának á t lagá t , m a j d az egyes leo lvasásoknak e t tő l való átlagos 
eltérését ( A y ) . 
A 11. á b r á n ezeknek а А у é r tékeknek és az akkor m e g h a t á r o z o t t homok-
mélységnek az összefüggését m u t a t j u k be a belső k e r é k n y o m b a n elhelyezett 
mérőcsapok ese tében . Bár a rendszeresen megf igyel t szakaszok burkolat fe lüle-
t é n e k makroérdessége á l t a l á b a n mind nagyon kis é r ték (0,08 — 0,20 mm) és a 
n a g y számú, egymáshoz közeli p o n t nehezí t i az összefüggés reális ér tékelését , 
az ábra a l a p j á n megá l l ap í tha tó , hogy a b e m u t a t o t t kopásmérés i módszer 
— mintegy „ m e l l é k t e r m é k k é n t " — megközel í tően a burko la t fe lü le t makro-
érdességét is je l lemzi . 
Végül megjegyezzük , h o g y a még egyé r t e lműbb kapcso la t k i m u t a t á s á t 
az a tény is akadá lyoz ta , h o g y a kopásmérés és a makroérdesség jellemzése 
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— természe tszerű leg — a burko la t fe lü le tnek n e m pon tosan u g y a n a z o n a he lyén 
t ö r t é n t , és a homokmélység egymáshoz közeli p o n t o k b a n is je lentősen e l té rő 
e r e d m é n y t a d h a t . 
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TÉRBELI RÚDSZERKEZETEK 
SAJÁTFREKVENCIÁINAK KÖZREFOGÓ SZÁMÍTÁSA, I 
CZEGLÉDI GYULA* 
[Beérkezett: 1981. március 12-én] 
A szervesen kapcsolódó, két részből álló dolgozat jelen első részében kitűzzük a 
címbeli fe ladatot , előállítjuk a hosszuk mentén változó jellemzőkkel bíró, egyenes 
rudakból álló térbeli szerkezetek dinamikai je l lemzőit közrefogó számításhoz alkalmas 
helyettesítő szerkezeteket, majd megszerkesztjük az egyetlen prizmatikus rúd rezgését 
leíró mátrixos egyenleteket. A prizmatikus rudakból álló szerkezetek rezgéseinek vizs-
gálatára olyan elméletet mutatunk be, amely dinamikai merevségi és deformáció 
mátrixokkal dolgozik. Az elmélet kifejtéséhez a kontinuum-modellt használjuk. 
1. Bevezetés 
Az ál talános gépészet, a j á rműipa r , a könnyűszerkezetes építésmód bizo-
nyos szerkezetei sok esetben té rbe l i rúdszerkezetként modellezhetők. Ezek dina-
mika i v izsgála tában vál tozat lanul nagy szerep j u t a sa já t f rekvenciáknak, illet-
ve gerjesztet t rezgésnél az ál landósult ál lapotbeli amplitúdóeloszlásnak. J e l e n 
t a n u l m á n y hozzá járu lás a kon t innusan model lezet t térbeli rúdszerkezetek f e n t 
eml í t e t t d inamikai jellemzőinek meghatározásához . 
A te r jede lemre való t ek in te t t e l a dolgozatot két részben közöljük. A cím-
beli fe ladat k i tűzése és bizonyos elméleti előkészítés után pr izmat ikus rudakbó l 
álló rúdszerkezetek rezgéseinek vizsgálatára ké t módszert m u t a t u n k be. Ele-
mezzük az e l járások numerikus tu la jdonsága i t is. Végül a gyakor la t i felhaszná-
lás szempont jából jobbnak í té l t második módszerre l két egyszerű számpéldát 
o ldunk meg. 
2. Térbeli rúdszerkezetek sajátfrekvencia-közrefogó elmélete 
kont inuum-model l a l ap j án 
Rúdszerkezetek dinamikai számítása so rán ú jabban egyre inkább azok a 
módszerek t e r j ednek , amelyek a keresett d inamika i jellemzőkre — így a s a j á t -
f rekvenciákra is — alsó és felső korlátokat szolgál tatnak. E z e k nem va lamely 
más , célszerűen hibabecslést is magukbafogla ló eljárások, melyeknél a közelítés 
i r ánya sok esetben előre nem rögzí thető, és a hibabecslő képle tek ponta t lanok 
v a g y bonyolul tságuk következtében nehezen kezelhetők. Je len dolgozatnak az 
* Czeglédi Gyula, H-1225 Budapest , Bartók Béla út 3/d. 
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a célja, hogy a lineáris a lgebra eszközeinek felhasználásával számítástechnikai-
lag jól á t t ek in the tő és k ö n n y e n kezelhető algori tmust a d j o n térbeli rúdszerke-
zetek sa já t f rekvenc iá inak közrefogására. A ki tűzöt t cél t az alábbi lépésekkel 
é r jük el: 
— A hosszuk m e n t é n változó je l lemzőkkel bíró r u d a k b ó l álló szerkezethez 
azonos térbeli elrendezésű, egyenes , a hosszuk mentén ál landó jellem-
zőkkel bíró (a t o v á b b i a k b a n : pr izmat ikus) rudakból fe lép í t e t t két 
o lyan rendszert rendelünk hozzá , amelyek sa já tkör f rekvenc iá i az ere-
de t i szerkezetének alsó, ill. felső kor lá ta i t a d j á k . 
— Fe l í r j uk a p r izmat ikus , rúd со kör f rekvenc iá jú szinuszos rezgését leíró 
má t r ixos egyenle teket . 
— Előá l l í t juk a rúdrendszer f rekvenciaegyenle té t . 
A rendszer f rekvenciaegyenletének szá rmaz ta t á sá ra — egységes t á rgya-
lásmód a l a p j á n — két módszer t m u t a t u n k be. Az első lényegében az e g z a k t el-
mozdulásmódszer továbbfe j lesz te t t v á l t o z a t á n a k t e k i n t h e t ő , míg a másod ik a 
differenciálegyenletek elméletében haszná la tos integrációs kons tansokra a pe-
rem- és illesztési fel tételek segítségével fe l í r t lineáris egyenletrendszer kapcsán 
j u t e redményre . 
2.1 Helyettesítő szerkezetek származtatása, tulajdonságaik 
A hosszuk mentén vá l tozó je l lemzőkkel bíró, egyenes rudakból álló térbeli 
szerkezetet — a t o v á b b i a k b a n „eredeti szerkezet"-et — közbülső csomópontok 
(keresztmetszetek) segítségével még t o v á b b oszt juk, és az így kapot t részruda-
k a t a csomópontok közt pr izmat ikus r u d a k k a l he lye t tes í t jük . E he lye t tes í tő 
rúdszerkezet jellemzőinek alkalmas megválasz tásával elérhető, hogy sa j á t f r ek -
venciái az eredet i jének a k í v á n t alsó, ill. fe lső korlátai legyenek. A megválasztás i 
előírások azonban csak az egyes r u d a k ma tema t ika i modelljének b i r t o k á b a n 
adhatók meg. A rúd-modell meglevő, i l le tve t udo t t an h iányzó tu la jdonsága inak 
felsorolása he lyet t egyszerűbb, ha a mode l l t a megfelelő egyenletekkel definiál-
juk . Az egyenleteket a következőképpen vá lasz t juk: 
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A fenti négy egyenlet a rúd — egymástól függetlenül végbemenőnek feltétele-
zett — csavaró, hosszirányú és mindkét fősíkban történő hajlító lengéseit írja 
le. A betűk jelentése: 
t az idő; 
x,y,z a descartes-i jobbsodrású koordinátarendszer tengelyei (1. ábra); az origó a végkereszt-
metszet súlypontjával, a koordinátarendszer tengelyei a keresztmetszet súlyponti fő-
tengelyeivel esnek egybe a rúd nyugalmi állapotában. (A továbbiakban ezt a rendszert 
saj át-koordinátarendszernek nevezzük.) 
<p(x, t) a keresztmetszet x tengely körüli elcsavarodási szöge; 
|(X, t) a keresztmetszet x irányú eltolódása; 
fj(x, t) a keresztmetszet y irányú eltolódása; 
Ç(x, t) a keresztmetszet z irányú eltolódása. 
G = G(x) a csúsztató rugalmassági modulus; 
GI — GI(x) a csavarómerevség; 
0 = 6(x) a rúdnak az elcsavarodás tengelyére számított (a tengelyirányú méret tekinteté-
ben) fajlagos tehetetlenségi nyomatéka; 
E = E(x) A Young-féle rugalmassági modulus; 
Ely = EI f x ) a rúdnak az y tengelyre számított hajlítómerevsége; 
EIZ = EIz(x) a rúdnak a z tengelyre számított hajlítómerevsége; 
A = A(x) a keresztmetszeti idom területe; 
g = g(x) a rúdanyag sűrűsége. 
A qp-hez a jobbcsavar-szabály szerint rendelhető vektornak a pozitív irányítása 
az x tengelyével, s a későbbiekben bevezetendő y> és % a rúdkeresztmetszet y, ill. 
z tengely menti elfordulásához rendelhető vektornak az irányítása pedig az y, 
illetve z tengelyek pozitív irányításával essék egybe. 
A sajátfrekvenciákra vonatkozó alsó korlátok nyerése céljából az eredeti 
rendszer i-edik rúdját (i = 1,2 . . . , n j a 0 tartományban osszuk fel fcj 
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(2) 
r é s z r e (i, az i - ed ik r ú d hosszát j e lö l i ) , s a j - e d i k z á r t r é s z t a r t o m á n y b a n a h e l y e t -
t e s í t ő p r i z m a t i k u s r ú d s z a k a s z t v á l a s s z u k m e g ú g y , hogy f e n n á l l j a n a k az a l á b b i 
egyenlőségek: 
(GI)fj = m in (GJ,.(*,)),, 
(EA)fj = min {EtAAxt))j, 
( . Е Щ = m i n {EIZti(xt))j, 
(EIy)fj = mm(EIyii(Xi))j, 
0?j = m a x (в,(х,))
р
 (i = 1 , 2 , . . ., n) 
(eA)?j = m a x , (*,)) ; , ( / = 1 , 2 , . . . , fc,) 
A m i n és a m a x j e l a f ü g g v é n y e k n e k a j - e d i k z á r t i n t e r v a l l u m b a n fe lve t t leg-
k i s e b b , ill. l e g n a g y o b b é r t éké t j e l e n t i , az „ a " f e l s ő index az a l só kor lá t ra u t a l . 
H a a h e l y e t t e s í t ő sze rkeze t r é s z r ú d j a i n a k je l lemzői t a (2) egyenlőségek 
s z e r i n t v á l a s z t j u k , a k k o r a Po inca ré - fé l e m i n i m a x elven [1] a l a p u l ó összehason-
l í t ó t é t e l ([2], 7. o.) é r t e lmében a rendszer s a j á t k ö r f r e k v e n c i á i az eredeti r e n d -
sze r s a j á t k ö r f r e k v e n c i á i n a k a lsó ko r l á t a i t a d j á k . 
Felső korlátokat akkor k a p u n k , ha a h e l y e t t e s í t ő sze rkeze t r ú d j a i n a k j e l -
l e m z ő i t a (3) f e l t é t e l e k b e t a r t á s á v a l v á l a s z t j u k : 
(iGI){j = m a x(GIi(xi))j, 
(EA}{j = max(EiAi(xi))j, 
(EIz){j = m a x(EIZií(Xi))j, 
( 3 ) 
{ElyYij = m a x ( E I y 4 ( X i ) ) j , 
У; = min (0 f (* , ) ) ; , (i = 1, 2 , . . ., n) 
(qA)Íj = min (QiAfx^j ( j = 1, 2 , . . ., ki) 
a h o l az „ / " f e l s ő i n d e x a felső k o r l á t o k a t j e l e n t i . 
A ki f e losz tás i szám növe l é séve l az alsó k o r l á t o k n ö v e k e d n e k , a felső k o r -
l á t o k c sökkennek . A j av í t á s m é r t é k é n e k a kt s z á m o n keresz tü l az a l k a l m a z a n d ó 
s z á m í t ó g é p m e m ó r i a i g é n y e , il l . a számolási gép idő- igény s z a b h a t á r t . A g y a -
k o r l a t i s ze rkeze t eken , a m e l y e k e n az egyes r u d a k jel lemzői a hossz tenge ly m e n -
t é n á l t a l á b a n n e m v á l t o z n a k e rő te l j e sen , a fe,-nek v iszonylag k i s ebb é r t éke is 
e l egendő lehet . 
A hossz t enge ly m e n t é n á l l a n d ó j e l l emző jű r u d a k b ó l á l ló szerkezet ese té -
b e n t e rmésze te sen a f en t i h e l y e t t e s í t ő e l járás é r t e l m é t veszt i , a s a j á t k ö r f r e k v e n -
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ciák a 2.3 és 2.4 p o n t b a n b e m u t a t á s r a kerülő e l j á rásokka l pon tosan számí tha-
tók . A t o v á b b i a k b a n t e h á t mindenképpen p r i zma t ikus r u d a k b ó l fe lépí te t t tér -
beli szerkezetek sa j á tkö r f r ekvenc iá inak megha t á rozása a f e l ada tunk . 
2.2 Egyetlen prizmatikus rúd rezgésének mátrixos egyenletei 
A v á l a s z t o t t r údmode l l t az (1) egyenle tek def in iá l t ák . H a nem az á l ta lá-
nos, hanem az ú n . á l lóhul lámú megoldásokat keressük, akkor az (1) egyenle tek-
ből l e s z á r m a z t a t h a t o k az tu kö r f r ekvenc iá jú , kis k i té résű rezgést végző i -edik 
r ú d (2. ábra ) bá rme ly keresz tmetsze tének e l tolódásai t és e lfordulásai t leíró 
mezőfüggvények : 
ahoi Au, A2i, . . . , A12i egyelőre i smere t len e g y ü t t h a t ó k , és 
(4a) 
A (4) és (4a) összefüggésekben szereplő „ i " index a rúdrendszer i-edik r ú d j á r a 
u ta l . 
A t o v á b b i a k b a n egyenle te ink fe l í rására — tömörsége s a gépi számítás-
t echn ikában m u t a t k o z ó előnyei m i a t t — á l t a l ában a má t r ix számí t á s szimboliz-
musá t f o g j u k használn i . Az osz lopmát r ixoka t — bizonyos előnyei m i a t t -—-
röviden v e k t o r o k n a k fog juk nevezni , mivel je len m u n k á b a n ebből félreér tés 
nem szá rmazha t ik . 
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2. ábra. Prizmatikus rúd és saját-koordinátarendszere 
A (4) e lmozdu lá s függvényeknes az xt = 0 és xt = lt (a r ú d végei) he lyen 
v e t t he lye t tes í tés i é r téke i t egy-egy e lmozdulás v e k t o r b a r e n d e z h e t j ü k : 
S in-cot , 
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Rövidebb í r á smódda l : 
ü, = U/ a, sin cot, 
v, = V , a, sin cot. 
(5) 
(A má t r ixok üresen h a g y o t t helyein nu l lák ál lnak.) Az (5) összefüggésben sze-
replő и,- és v, t e h á t a r ú d ba l , illetve j o b b végének e l to lódásai t és e l fordulása i t 
t a r t a lmazó elmozdulásvektorok. 
A (4) mezőfüggvények segítségével fe l í rha tok a r ú d x, k o o r d i n á t á j ú ke-
resz tmetsze tére az origóval el lentétes oldalról r eduká l t vek to rke t t ő s e rő és 
n y o m a t é k komponense i is : 
(6) 
A (6)-ból m e g h a t á r o z h a t ó k a rúd végeire működő, kö rnyeze tének h a t á s a k é n t 
adódó külső erőhatás-komponensek, amelyeke t az e lmozdulásokhoz hason lóan 
egy-egy e r ő h a t á s v e k t o r b a egyes í the tünk : 
fi = 
Xj=0 
-AjEj Pli 1 
-EJzil & EJzi?3i 
1 EJyi? 2i EJyiPíi 
GJjPi i 
- EJyi EJyiP 2i 
EJziP3i ;EJzi 
.. . i 1 
* 
•Qj-sincot, 
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E ^ i ^ P s 1 
EJylßJ2icosfy ' E J y i P 2 i s » V i | 
EJy,P2,cœP2,'.! 
:4 iP ' 3 , shss 3 i i E J2iP3ic hP3'A i 
ej
„P>P2Í 
E j^ShPjl •EJyÍ2ichP2i' 
•a,-s inwt. 
E z t sz in tén f e l í rha t juk röv idebben is: 
ft = F, at sin cot, 
Pi = Р,- a,- sin cot. 
(7) 
Az egyen le tekben szereplő ft és p , a r ú d ba l , ill. j obb oldali végére m ű k ö d ő külső 
erőket és n y o m a t é k o k a t m a g á b a foglaló erőhatásvektorok. Az f fe l í rásakor t e r -
mészetesen f igyelembe v e t t ü k azt a k ö r ü l m é n y t , hogy a r ú d Xj = 0 koord iná tá -
j ú he lyén m ű k ö d ő külső e rőha t á svek to r a (6)-ból m e g h a t á r o z h a t ó n a k mínusz 
egyszerese. Az (5) és (7) egyenle tek e g y ü t t a rúdvégekre h a t ó , azok környeze té-
től szá rmazó külső e rőha tások és a rúdvége lmozdulások pa ramé te r e s egyenlet-
rendszeré t a lko t j ák . A p a r a m é t e r a mezőfüggvények i smere t len e g y ü t t h a t ó i t 
t a r t a l m a z ó а,- vek to r . 
A t o v á b b i a k b a n k é t a lgor i tmus t m u t a t u n k be p r i zma t ikus r u d a k b ó l fel-
ép í t e t t t é rbe l i r i ídszerkezet s a j á t f r ekvenc ia - számí tá sá ra . Az elsőt az je l lemzi , 
hogy az (5) és (7) egyenle tekből az а,- p a r a m é t e r t k iküszöböl jük , míg a második-
ban azt éppen m e g t a r t v a á l l í t juk elő a szerkezet f rekvenc iaegyenle té t . 
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2.3 Prizmatikus rudakból felépített rúdszerkezetek rezgésének vizsgálata 
dinamikai merevségi és deformáció mátrixokkal 
Az a l á b b i a k b a n b e m u t a t a n d ó e l járás egyes részei az i r o d a l o m b a n egzakt 
elmozdulás- , ill. e rőmódszer néven i smer tek , azokhoz hasonla tosak . Köve tke -
zésképpen a levezetésre kerülő és t á b l á z a t o k b a fog la landó összefüggések szoros 
kapcso la tban v a n n a k pl . : a Kolousek-féle f üggvényekke l [3]. A szokásostól 
némiképp eltérő k i indu lás , rúdszerkeze tekre v o n a t k o z ó egységes t á r g y a l á s m ó d 
és a mindké t f ő s í k b a n végbemenő haj l í tórezgések, va lamin t a longi tudinál is 
rezgéseken k ívül a c sava ró rezgések f igye lembevé te le indokol ja — e sorok í rója 
szer int — a rész le tezés t . 
A módszer l ényege , hogy az (5) és (7) egyen le tekből k iküszöbö l jük az a( 
p a r a m é t e r t , ezá l ta l közvet len összefüggést k a p u n k az i-edik rúd vége i t t á m a d ó 
szinuszos külső e r ő h a t á s o k és az á l t a l uk — a r ú d v é g e k e n — lé t r ehozo t t szinu-
szos e lmozdulások k ö z t . 
2.3.1. Egyetlen rúd dinamikai deformáció mátrixa és tulajdonságai 
Alkossunk az elmozdulás- és külső e rőha tásvek to rokbó l egy-egy hiper-






a,- sin cot, 
а,- sin cot; 
(8) 
vagy röv idebben : 
s = S, о, sin cot, (9a) 
q = Q. a, sin cot. (9b) 
A Q, m á t r i x k v a d r a t i k u s , r endszáma 12. Létezik inverze , ha de t (Q,) 0, ez 
ese tben a (9b)-ből ai sin eo-t k i fe jezve , s (9a)-ba he lye t tes í tve 
se = S/Qr1?/ 
vagy S, • Q7 1 = R , jelöléssel 
S / = R , 5 Í , (10) 
ahol R,- a d inamika i deformáció m á t r i x . í gy a k í v á n t közvet len összefüggés az 
i -edik r ú d végeire m ű k ö d ő q t szinuszos külső e r ő h a t á s s a rúd végeinek s,- szinu-
szos e lmozdulása k ö z t rendelkezésünkre áll. Az s,- a rúdvégeken — m i n t egy rész-
rendszer pólusain — m ű k ö d ő külső ha t á sok ra l é t r e jövő „vá la sz" . 
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Megjegyezzük, hogy az R, d inamika i de fo rmác ió m á t r i x o t célszerűbb 
— m i n t ahogy az i roda lomban is szokásos — közve t l en fizikai meggondolások 
a l a p j á n mega lko tn i , m i n t s e m az R, = S, Q f 1 def inícióból k i indu lva az S„ ill. 
Q; m á t r i x o k segítségével előáll í tani. 
A bal oldali r ú d v é g e t l -es , a j o b b oldali t 2-es felső indexszel je lö lve (ezek 
az i-edik részrendszer 1 és 2 jelű pólusai) a (10) összefüggés részletezésével be-
m u t a t j u k az Ry m á t r i x s t r u k t ú r á j á t : 
(A n e m jelöl t elemek he lyén nul lák á l lnak. ) 
A m á r haszná l t és az 
IV2, = 1 — cos ß2ili • eh ß2jli, 
N3i = 1 — cos ß3i Ii • eh ß3, Ii, 
jelölésekkel az e lemeket részletesen az I . t áb l áza t t ü n t e t i fel. Az e l emek fizikai 
t a r t a l m a : egységnyi szinuszos ger jesz tő e rőha tás ra a megfelelő he lyen lé t re jövő 
á l landósul t szinuszos elmozdulások a m p l i t ú d ó j a . 
Az elemek v izsgála tából k i tűn ik , hogy ha az R , má t r ixo t a (10a) összefüg-
gésben f e l t ü n t e t e t t m ó d o n négy m á t r i x r a pa r t i c ioná l juk , akkor ez a következő-
képpen í rha tó : 
R, = [ D C T [C Da. 
(11) 
( l l ) - b e n С г а С m á t r i x t r a n s z p o n á l t j á t jelöli; a sz immetr ikus D j m á t r i x abban 
különbözik az u g y a n c s a k sz immet r ikus D má t r ix tó l , hogy a főá t lón k ívül i , azo-
nos pozíciójú n e m nul la elemek a D azonos elemeinek mínusz egyszeresei . A fen-
t iek a l ap ján az is ny i lvánva ló , hogy az R f s z immet r ikus . 
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I. táblázat 
A dinamikai deformáció mátrix elemei 
6 3 
Az R(- m á t r i x o t ké t pólussa l s pó lusonként h a t szabadságfokka l rendel -
kező r ú d k é n t á l l í t o t tuk elő. ö s s z e t e t t e b b szerkezeteken e lő fordu lha tnak o lyan 
r u d a k is, amelyek csak egyet lenegy pólussal rendelkeznek, m i n t például a 3. 
á b r á n az 1, 3 és 4 je lűek . I lyen egypólusú r ú d R,- d inamikus deformáció m á t r i x a 
a kétpólusúéból egyszerű ú ton l e s z á r m a z t a t h a t ó . H a a (10) összefüggésbe az s, és 
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q t v e k t o r n a k a (9)-ben, t o v á b b á az R,-nek a ( l l ) - b e n szereplő a l a k j á t be í r j uk , 
k i fe j tve azt k a p j u k , hogy 
щ = D/j + CTp„ (12) 
*>i = C / Í + D I P Í -
A 3. á b r á n a rudakhoz kapcso l t koord iná ta rendszerek xt t enge lye i t is f e l t ün t e t -
t ü k . Mindegyik egypólusú r ú d r a érvényes , hogy n,- = 0. A (12) a l ap ján közvet -
len összefüggés t e r e m t h e t ő v t és p t köz t : 
i=(D1 — CD-1Cr)pi. 
Az ál ta lános megfoga lmazásná l m a r a d v a , most sf = vt és qt = pt, t o v á b b á 
R, = D 1 - C D " 1 C T jelöléssel: 
S/ = R i í f 
Az i t t szereplő R,- az egypólusú rúd dinamikai deformáció mátrixa. Ez az R ; léte-
zik, ha D inve r t á lha tó . A f e n t i gondo la tmene t a lap ján és a ké tpó lusú , póluson-
kén t 6 szabadságfokú r ú d r a fel í r t d inamika i deformáció m á t r i x par t ic ionálása 
segítségével m á s speciális ese t re is e lőá l l í tha tó a r ú d d inamika i deformáció 
m á t r i x a . 
Az R f má t r ixok még egy f igye lemre mél tó t u l a j d o n s á g á r ó l kell eml í tés t 
t enn i . H a st — О — ez a m i n d k é t végén mereven befogo t t r ú d esete — a 
det R f = 0 
egyenlet gyökei nem szo lgá l t a t j ák a r ú d sa j á tkö r f r ekvenc iá i t , mer t ebben a 
esetben az R ; m á t r i x nem is lé tez ik . Az R f d inamikai de fo rmác ió m á t r i x elemei-
nek levezetésekor ugyanis kény te l enek v o l t u n k olyan megkö tés t a lka lmazni , 
hogy s,- ф O. E z a tény közve t l enü l is be l á tha tó , ha az R ; = S(- Q f 1 összefüg-
gésben a Q,- m á t r i x szerkezeté t megvizsgá l juk . Például csak longi tudinál is rezgés 
esetében, ha a r ú d m i n d k é t vége be fogo t t , sin ßu /, = 0. E k k o r a Q, m á t r i x 
szinguláris, t e h á t az inverz n e m létezik. Megjegyezzük még , hogy u g y a n e k k o r 
az S; is szinguláris . Ha a f e n t i ér te lmezés szer int R f n e m lé tezik , te rmésze tesen 
a n n a k inverzéről is é r te lmet len beszélni. E z t a megá l l ap í t á sunka t a 2.3.4 pont -
ban még fe lhasznál juk . 
2.3.2 Egyetlen rúd dinamikai merevségi mátrixa és tulajdonságai 
H a lé tezik , fe l í rható a (10) inverz kapcso la ta is a (9a) és (9b) segítségével: 
qt — R f 1 so (13) 
ahol R f 1 = Q, S f 1 , a d i n a m i k a i merevségi m á t r i x / 
K é t pólusú, pó lusonkén t 6 szabadságfokka l rende lkező rúdmode l l R f 1 
dinamika i merevségi m á t r i x a a ( lOa)-ban f e l t ü n t e t e t t R,- d inamika i deformáció 
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mát r ix sza l azonos s t r u k t ú r á j ú , hasonló tu la jdonságokka l is rendelkezik . Az R j - 1 
is sz immetr ikus , a ( l l ) -ben j e lö l t par t ic ionálásról i t t is h a s o n l ó k m o n d h a t ó k el. 
Elemei t rjy-vel je löl tük s a I I . t á b l á z a t b a n foglaltuk össze. Fizikai j e len-
t é s ü k : á l landósul t á l l apo tban egységnyi szinuszos e lmozdulásampl i túdó lé t re -
hozásához szükséges szinuszos e rőha tás amp l i t údó j a . (Az R f 1 má t r ix e lemei t 
is közve t len mechanika i meggondolások segítségével á l l í t o t t u k elő a rúd (4) és 
(6) mezőfüggvényeinek a segí tségével és n e m a (9a) és (9b) egyenle tek fe lhasz-
ná lásával . ) 
II. táblázat 
A dinamikai merevségi mátrix elemei 
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Az egypólusú rúd d i n a m i k a i merevségi mát r ixa a ké tpó lusúéból egyszerű 
par t ic ionálással l e s z á r m a z t a t h a t ó . Ha az R " 1 6 x 6 - o s b l o k k j a i t — a ( l l ) - h e z 
hasonlóan — i t t is C, D, D 1 -gye l je lö l jük, akkor a (12)-nek megfelelő k i f e j t é s 
mos t 
f = Dû , + C T ù , 
p = Cu, + D 1 ü „ 
a lakú . Az ü,- = О esetben 
p , = D ^ , , (15) 
v a g y a szokásos ál talános megfoga lmazásban qt = p,- és s,- = ü,- miat t 
4i = «Г1 sh (16) 
ahol R~ a = az egypólusú r ú d d inamika i merevségi m á t r i x a . 
Egyik végén befogot t , más ik végén e rőha tásmentes r ú d e se t ében qt = 0 , t e h á t a 
d e t (Rf 1 ) = d e t (Dx) = 0 
egyenlet a r ú d f rekvenciaegyenle te . Gyökei a hosszi rányú, a hajl í tó- és a csava-
rórezgés i smer t s a j á tkö r f r ekvenc iá i t a d j á k . 
Más kényszer fe l t é te leknek eleget t e v ő esetekben a r ú d dinamikai merev-
ségi m á t r i x a az á l ta lánosból az egypólusúnál követe t t gondo la tmene t a l a p j á n 
könnyen l e szá rmaz t a tha tó . 
Az R,- má t r ixokná l t a p a s z t a l t a n o m á l i a analóg f o r m á b a n i t t is fel lép. 
Mindkét végén szabad r ú d ese tében д,- = О, a (13) összefüggés a lapján a 
det (Rr 1 ) = 0 
„ f rekvenc iaegyen le t " h a m i s , mer t ebben az esetben az R , _ 1 nem létezik. Az R] - 1 
dinamikai merevségi m á t r i x m a t e m a t i k a i levezetésekor ugyanis fe l té te lez tük , 
hogy qi =И= О. Az R , - 1 = Q,- S r 1 def iníc ióban szereplő Q,- és S,- mátr ixok m o s t is 
szingulár isak. Az állítás helyessége az R,- má t r ixokná l l e í r t módon l á t h a t ó be. 
Az egyes részrudak d inamika i merevségi mát r ixa b i r t o k á b a n a t o v á b b i a k -
b a n célunk az egész rúd rendsze r r e v o n a t k o z ó egyenletek előállítása. 
2.3.3. A rúdrendszer rezgését leíró egyenlet 
A r u d a k dinamikai merevségi m á t r i x a i n a k b i r t o k á b a n mód nyí l ik a r ra , 
hogy az egész rúdrendszer d inamika i merevségi m á t r i x á t felépítsük, és végeze-
t ü l a rúd rendsze r rezgését leíró egyenle te t előállítsuk. 
Az e he lyen rúdszerkeze tekre köz lendő gondo la tmene t á l ta lánosabb for-
m á b a n megta lá lha tó még p l . : [4]-ben, ill. [5]-ben, ezért e z t csak a tel jesség ked-
véér t , f őbb vona lakban v á z o l j u k . 
Az egyes rudakra v o n a t k o z ó egyenlete inket a r ú d h o z kapcsolt s a j á t koor-
d iná ta rendszerben í r h a t t u k fel kényelmesen, viszont a r u d a k végeiknél t ö r t é n ő 
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összekapcsolását k i fe jező egyenle teke t a rendszerhez kapcsolt „ k ö z ö s " koordi-
n á t a r e n d s z e r b e n célszerű mega lko tn i . Ez a t ö r ekvésünk maga u t á n v o n j a , hogy 
az eddig t á r g y a l t erőhatás- és e lmozdu lásvek to roka t is a közös koord iná ta -
rendszerbe kell t r ansz formáln i . H a az x,,y(, zt s a já t rendszer egységvektorai eu, 
e2i, e3i; az x,y, z közös rendszeré ped ig i,j, k, a k k o r egy három dimenziós vek to r t 
a s a j á t rendszerből a közösbe t r ansz fo rmá ló m á t r i x : 
lel i ie2 i 
Jeli Je2i 
Ä/ в j/ ^ во/ 
i e 3 i 
je3i 
k e 3 i 
J e l ö l j ü k a közös koord iná t a r endsze rben s,-vel és ç,-ivel az i-edik rúdhoz t a r tozó 
e lmozdulás- és e r ő h a t á s v e k t o r t . A T, = <t„ . . ., f(> diagonális h ipe rmát r ix -
szal a rúdvégek elmozdulásai és a külső e rőha tások a közös koord iná ta rendszer -
b e n : 
*/ = T , i „ (17) 
T f mére te a r ú d pó lu spon t j a inak szabadságfoká tó l függ: egypólusú rúd eseté-
b e n , h a a pó luspon t 6 szabadságfokú , a mére t 6 x 6 , két pólusú, pó lusonként 6 
szabadságfokú r ú d n á l 1 2 x 1 2 . 
Minthogy a T, mát r ix or togonál is , inverze a t r an szponá l t j áva l egyenlő: 
T r 1 = T f . 
A (17) összefüggések inverz k a p c s o l a t a ezzel: 
h = T f S i 
es „ 
4i = Tjqi. 
A (18) segítségével a külső e r ő h a t á s o k és a pó lusok elmozdulásai köz t é rvényes 
(13) összefüggés a közös koo rd iná t a r endsze rben felírva most így szól: 
4i = Tj R , r l T f s,: (19) 
A (19) egyenlet az i-edik r ú d r a vona tkoz ik . A rúdrendszer n r ú d b ó l épül fe l , 
mindegy ik r ú d r a fe l í rható a (19)-nek megfelelő összefüggés. A k ö n n y e b b kezel-
he tőség véget t az n db e lmozdulás- és e rőha t á svek to r t fogla l juk össze egy-egy 





, q = 
92 
-
Sn _ _ 9 n _ 
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Az 
R ! = 
T 1 R / 1 T ] r 
T, R , 1 T i 
T„ R i A T l 
diagonal h ipe rmá t r ix bevezetésével a (19)-nek megfelelő n egyenlet fo rmál i san 
a következő mát r ixegyenle tbe fog la lha tó össze: 
q = R - X s . (20) 
Az egyes r u d a k pólusaikon keresz tü l kapcso lódnak egymáshoz . A pó lusok kap-
csolódási p o n t j a i t nevezzük csomópontoknak. J e l ö l j ü k a rendszer c somópon t j a i t 
csupa nagybe tűve l ; a hozzá juk t a r tozó és a közös k o o r d i n á t a r e n d s z e r b e n értel-
meze t t e lmozdulásvektoroka t fog la l juk össze egyet len h i p e r v e k t o r b a : 
(A csomópon tok számát N jelöli , amely függe t l en a r u d a k számának jelölésére 
a lka lmazot t n-től.) 
A csomópontokra ha tó , az egész rendszer t e k i n t e t é b e n is kü l sőnek minő-
sülő szinuszos e rőha t á svek to roka t a c somóponte lmozdulás -vek to rokhoz hason-





A qA, qB, . . . , qN vek to roka t is célszerűen a közös koo rd iná t a r endsze rben í r tuk 
fel. 
A r u d a k összekapcsolását i l letően m é g k é t o b j e k t u m bevezetése szükséges. 
J e lö l j ük az egyiket G má t r ixsza l . Csak l - e seke t és 0 -ka t t a r t a l m a z , és a z t fejezi 
ki , hogy a r u d a k pólusai hézagmentesen i l leszkednek a csomópontokhoz . H a a G 
értelmezése szer in t az a má t r i x , amely az s0 v e k t o r b ó l az s- t á l l í t ja elő, akkor 
Gs0 = s . (21) 
A G má t r ixo t kinematikai kapcsolómátrixnak n e v e z h e t j ü k . (A szak i roda lomban 
szokásos a kompat ib i l i t á s i operá to r elnevezés is.) 
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3. ábra. E g y egyszerű rúdszerkezet vázlata 
Szemlél te tésképpen a 3. ábra egyszerű rúdszerkeze te t ábrázol. Az á b r á n 






l_ 0 6 
Ш Г 
ahol E az egység-, 0 négyzetes zé rusmá t r ixo t jelöl, az indexekben szereplő 6 a 
r e n d s z á m r a u ta l . 
Az eml í t e t t másik o b j e k t u m r a a csomópontok egyensúlyi egyenle tének 
fe l í rásakor v a n szükségünk. A q vek tor az egyes rudak pó lusa i ra ha tó — a r u d a k 
s zempon t j ábó l külső, de az egész rúd rendsze r t illetően v a l ó j á b a n belsőerőhatás-
v e k t o r o k a t t a r t a l m a z z a . Mínusz egyszerese a pólusokon a rudak á l ta l k i f e j t e t t 
e r ő h a t á s o k a t je lent i . Azt a kö rü lmény t , h o g y az összekapcsolás köve tkez t ében 
mely ik r ú d melyik c somópon t r a fe j t ki e rőha t á s t , egy H mátr ixszal f e j e z h e t j ü k 
ki. A c somópon toka t nul la tömegű t ö m e g p o n t o k n a k gondolva, f e l í r h a t j u k a 
c somópon tok egyensú lyá t kifejező egyen le tünke t : 
<7o - Щ = » • (22) 
Az energiamér leg fe l í rásával igazolható , hogy a H n e m függet len G-től , h a n e m 
éppen a n n a k t r anszponá l t j a , azaz 
H = G r (23) 
A (20) egyen le tünk j o b b oldalán s h e l y e t t í r j uk be (21)-et , ma jd q így k a p o t t ki-
fe jezését he lye t tes í t sük (22)-be: 
q0 — H R - 1 Gs 0 - 0 . 
A (23)-ot is f igye lembe véve és az 
Ro"! = G r R - 1 G ( 2 4 ) 
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jelöléssel a rúdrendszer szinuszos rezgését leíró egyenlet 
?o = Ro 1 s o ' (25) 
ahol I V 1 a rúdszerkezet dinamikai merevségi mátrixa. 
A (25) egyenle tünk összefüggést t e r e m t a rúdszerkezet c s o m ó p o n t j a i n a k 
elmozdulása és a c somópontokra ha tó kü l ső erőhatások k ö z ö t t . Szabad rezgés 
esetében q0 = O, így (25)-ból a 
R0"i s 0 = 0 
homogén l ineár is egyenle t rendszer t k a p j u k . E z az egyenlőség ké t fé leképpen tel-
jesülhet : 
« о ^ О , (26) 
il letve 
d e t ( R Ç ) = 0 . (27) 
A (27) egyenlet a rúdrendszer frekvíftciaegyenlete. Megjegyezzük még, hogy a G és 
G7 téglalap a l a k ú mátr ixok lévén , a^kvadra t ikus mát r ixok szorza tának de te r -
minánsára é rvényes tétel t n e m a l k a l m a z h a t j u k , hanem csak a (24)-ben k i je lö l t 
szorzások elvégzése u t á n s z á m í t h a t ó R ^ 1 de t e rminánsa . 
A rúdsze rkeze t R^"1 d i n a m i k a i merevségi m á t r i x á n a k r endszáma 6 N és 
t ranszcendens függvénye w-nak . 
A (25) összefüggés segítségével a rúdszerkeze t c somópon t j a inak á l landó-
sul t á l lapotbani válaszát is m e g h a t á r o z h a t j u k . A d o t t q0 sz inuszos ampl i túdó-
v e k t o r ú ge r j e sz tőha tá s ese tében, h a a ger jesztés kö r f r ekvenc iá j a nem egyezik 
m e g a rúdszerkezet va lamely s a j á t k ö r f r e k v e n c i á j á v a l , 
d e t (Ro"1) ^ 0 . 
E b b e n az e se tben a c somópon tok szinuszos e lmozdu lásvek to ra k i fe jezhető a 
köve tkezőképpen : 
S o = R o ? o ' (28) 
ahol 
R 0 = [G r R _ 1 G ] _ 1 (29) 
a rúdrendszer dinamikai deformáció mátrixa. 
Megjegyezzük, h o g y a (29)-ben ki je lö l t inver tá lás a G nem k v a d r a t i k u s v o l t a 
m i a t t formálisan n e m végezhető el, csak a t é n y e z ő k összeszorzása u t á n . 
Ger jesz te t t rezgéskor az á l landósul t á l l apo thoz ta r tozó rezgéskép meg-
ha t á rozá sa a (28) összefüggés sze r in t számítás technikai lag sem a legelőnyösebb. 
Numer ikusan m i n d i g a legs tabi labb módszert kell k iválasz tani a (25) inhomogén 
l ineár is algebrai egyenle t rendszer megoldására . 
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2.3.4 A sajátfenkvenciák kiszámításának módja, az eljárás tulajdonságai 
A rúdrendsze r f rekvenciaegyenle te a (27) összefüggés. A f rekvenc iade te r -
mináns elemei a rezgés со k ö r f r e k v e n c i á j á n a k t ranszcendens tö r t függvénye i . 
A de te rmináns függvény zérushelyei a rezgés s a j á tkö r f r ekvenc iá i . A zérus-
helyek megha tá rozása a f ü g g v é n y alaki t u l a j d o n s á g a i köve tkez t ében számítás-
technikai lag n a g y o b b gondosságot igénylő f e l a d a t . A meredek l e fu t á sú szaka-
szokon felül a f üggvény számos szakadási hellyel is rendelkezik (lásd pl.: [6], 
195. о.). N u m e r i k u s v izsgá la tokra l eggyakrabban az ún. „ l é p t e t ő " t echn ika 
használa tos : со é r t éké t zlco lépésközzel v á l t o z t a t v a , mindig k i s z á m í t j u k a de te r -
mináns é r t éké t , melynek vá l tozás i jellegéből k ö v e t k e z t e t ü n k a számolt he lyen 
gyök e lőfordulására . A zérushe lyeke t interval lum-felezési módszer a lap ján ap -
proximációval ha t á ro l juk be . Számí tás technika i lag a lkalmas programozás i fo-
gásokkal lehet a páros mul t ip l ic i tású gyököket megha tá rozn i , t o v á b b á a szaka-
dási helyek környeze tében fe l lépő lebegőpontos tú lcsordulás t elkerülni . H a ket-
tőnél több zérushely esik egy Ara lépésközbe, akkor számítástechnikai okokból 
nem kizár t , hogy va lamely ik gyök a s zámí t á s során mégis k i m a r a d . Aco ele-
gendően kicsi (pl. : zlco <[ 1) vá lasz tása ese tében gyakor la t i szerkezeteken ez 
azonban alig fo rdu lha t elő. E p rob lémát o ld ja meg WITTRICK és WILLIAMS 
dolgozata [7]. E l j á r á s u k k a l ellenőrizhető, hogy a számítás során va lamely со* 
rögzí te t t é r t é k a la t t n e m m a r a d t - e ki s a j á t f r ekvenc i a , ill. a h iány is meg-
szün te the tő . 
A d e t e r m i n á n s f ü g g v é n y szakadása inak f izikai je lentése is m e g a d h a t ó . 
Legyen со' va lamely r é sz rúd egyik s a j á tkö r f r ekvenc i á j a , h a végei t b e f o g o t t n a k 
képzel jük. A m i n t már a 2 .3 .1 p o n t b a n u t a l t u n k rá , ennél a kö r f rekvenc iáná l a 
rúd d inamika i deformáció m á t r i x a nincs é r te lmezve , így n e m létezik a n n a k in-
verze, a merevségi m á t r i x sem. Az egész szerkezet merevségi má t r ixa az egyes 
rudak merevségi má t r i xa ibó l épül fel, így со' he lyen a szerkezet merevségi m á t -
rixa nincs ér te lmezve, a d e t e r m i n á n s f ü g g v é n y szinguláris. A szingulari tás m a t e -
mat ika i é r t e l emben ké t f a j t a lehet : m e g s z ü n t e t h e t ő (ha t á r é r t ék létezik) és n e m 
megszün te the tő (a f ü g g v é n y n e k nincs ha t á ré r t éke ) . A d e t e r m i n á n s f ü g g v é n y 
szakadási helyei ez u t ó b b i t ípushoz t a r t o z n a k , míg a megszün te the tő szingula-
ri tások a numer ikus s z á m í t á s o k b a n , n é h á n y vélet len ese t tő l e l tekintve, k i sem 
derülnek. 
Az e lmondo t t ak a l a p j á n fe lvetődik a kérdés: v a j o n a 0-tól v a l a m e l y со* 
ha tá r ig k i számí to t t s a j á t k ö r f r e k v e n c i á k h a l m a z a b iz tosan h iány ta lan-e , h a a 
túl nagy Aco lépésköz okoz ta s a j á tkö r f r ekvenc i a -k imaradás tó l e l t e k i n t ü n k ? 
A vá lasz : nem. Té te lezzük fel ugyanis , hogy a szerkezetnek v a n olyan s a j á t k ö r -
f r ekvenc iá j a , amely e g y b e n s a j á t k ö r f r e k v e n c i á j a va lamely részrúdnak is végei t 
rögz í t e t tnek gondolva. E helyen a de t e rmináns függvény szinguláris. A szingu-
lar i tás l ehe t nem-megszün te the tő , így a számí tás során ez a s a j á tkö r f r ekvenc i a 
k i m a r a d . E z t az ese te t szemlél tet i — u g y a n diszkrét model lből k i indulva — [8] 
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264. o ld . 3. áb rá ja . H a a szingulari tás megszün te the tő , a h a t á r é r t é k akko r sem 
szükségszerűen nulla (1. — ugyancsak diszkrét modell esetére — [8] 262. old. 2. 
ábra) . Elvi okokból k i fo lyólag t e h á t n e m ga ran t á lha tó a számolt s a j á t k ö r f r e k -
venc ia -ha lmaz h i ány ta l ansága . 
Á l l í t á sunk t o v á b b i szemlél te tésére áll jon i t t egy egyszerű pé lda . Tek in t -
sünk egy L hosszúságú, k é t végén m e r e v e n rögzí tet t p r i zma t ikus r u d a t . Az egy-
szerűség kedvéé r t fogla lkozzunk csak a csavarórezgésekkel . A r u d a t osszuk fel 
és l2 hosszúságú d a r a b o k r a , és az osz tás i pon to t t e k i n t s ü k c s o m ó p o n t n a k . 
Az ily m ó d o n előállí tott rúdrendszer (csak csavarórezgésre vona tkozó) d inami-
kai merevség i má t r ixa — a különben egyszerű levezetés mellőzésével — egyet-
len e lemből áll: 
R , f 1 = [cotg ó í j + cotg öl2] , 
ahol 
A (27)-nek megfelelő f rekvenciaegyenle t a kotangensösszegre vona tkozó azonos-
ság fe lhasználásával : 
sin ôL Q 
sin őíj • sin öl2 
A függvény rezgés s zempon t j ábó l é r t e lmes zérushelyei t ÖL = (1 -f- к)л 
(к = 0, 1, 2, 3 , . . . stb.) összefüggés a d j a , de a óí j = (1 -)- к)л és a bl2 = (1 + к)л 
ér tékek k i z á r a n d ó k a ha lmazbó l . 
Ha íx = í2 = L/2, a zérushelyek ÓL = ( l - f 2 к)л é r tékeknél a d ó d n a k , 
míg ÖL = 2кл é r tékeknél a függvénynek szakadása van . Í g y t e h á t minden m á -
sodik sa j á tkö r f r ekvenc ia k i m a r a d , ezek a kör f rekvenc iák ugyan i s s a j á t k ö r f r e k -
venciái az L /2 hosszúságú r é sz rudaknak is. V a g y í j = L/4 és í2 = 3 L/4 f e lbon tá s 
esetében a ó í j = ŐL/4 = (1 -f- к)л és bl2 = 3 ŐL/4 = (1 к)л a k i zá randó zé-
rushelyek. A de t e rmináns függvénynek m i n d e n 3/4 (1 -f- к )л helyen s zakadása 
v a n , ezek a 3 L / 4 hosszúságú, csavarórezgést végző részrúd f rekvenc ia függvé-
nyének zérushelyei . Az L/4 hosszúságú r é sz rúd f rekvenc ia függvényének zérus-
helyei 4(1 + к)л ér tékeknél v a n n a k . T e h á t a 4 я , 8 я , 12 я s tb . he lyeken a 
f rekvenc iaegyen le t s zámlá ló jának egyszeres, nevezőjének kétszeres zérushelye 
v a n , így a f ü g g v é n y n e k nincs ha t á r é r t éke . E z e k a f r ekvenc iák k i m a r a d n a k a 
számí tás során . 
A rész le teze t t előnytelen t u l a jdonság a 2.3.3-ban i s m e r t e t e t t módszerben 
r e j l ő szabadságfok-redukció köve tkezménye . A m i n t arra a [8] és [9] dolgozatok 
r á m u t a t n a k , a (27) egyenle tben szereplő d i n a m i k a i merevségi má t r ix a r end-
szernek már r e d u k á l t merevségi má t r i xa , m e r t a f e l ada tban explici t szerepelte-
t e t t szabadságfokok száma a k o n t i n u u m - m o d e l l végtelen szabadságfokszámá-
v a l el lentétben véges és egyenlő a csomópontok szabadságfokszám-összegével . 
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E sorok í r ó j á n a k vé l eménye szerint az egzak t e lmozdulásmódszernek ez a 
legnagyobb h iányossága , me ly re a szerző — s a j á t m u n k á i t k ivéve — az i r oda -
lomban nem t a l á l t u t a l á s t . 
Megjegyezzük még, h o g y a (26) egyenle t tel jesülése ese tében is lehet rez-
gés, hiszen speciál isan a rezgési csomópontok egybeeshe tnek a szerkezet c somó-
pon t j a iva l . E z azonban az e pon tban m á r részletezet t je lenség egy speciál is 
esete. 
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Bracketing of the Eigenfrequencies of Spatial Skeletons, Part I. — This first part of the 
paper consist ing of two parts states the problem, produces subst i tut ing structures for bracket-
ing of dynamic characteristics of space frame structures consisting of straight bars w i t h length-
wise vary ing characteristics, then the matrix equations describing the vibration of a single 
prismatic bar are established. Fi r the analysis of vibrations of prismatic bar sy s t ems a theory 
applying dynamic stiffness and deformation matrices will be presented, relying o n the con-
t inuum model . 
Einschließung der Eigenfrequenzen von räumlichen Stabwerken, Teil I. — In diesem 
ersten Teil des Aufsatzes bestehend aus zwei , organisch zusammenhängenden Tei len wird die 
Aufgabe gesetzt , werden die Ersatzkonstruktionen für die Einschließung der dynamischen 
Kennwerte v o n räumlichen Konstruktionen aus geraden Stäben mit längs veränderlichen 
Kennwerten hergestellt u n d wird die Matrizengleichung, die die Schwingung v o n e inem ein-
zigen prismatischen Stab, beschreibt aufgestel lt . Für die Untersuchung der Schwingungen der 
Konstrukt ionen aus prismatischen Stäben wird eine neue Theorie vorgeführt, die mi t dynami-
schen Steif igkeits- und Deformationsmatrizen operiert. Diese Theorie wird mit Hi l fe des Kon-
tinuum-Modells dargelegt. 




I . A T E R V E Z É S F E L A D A T A ÉS E S Z K Ö Z E I 
KOLON ITS FERENC** 
A MŰSZ. TUD. KANDIDÁTUSA 
[Beérkezett: 1981. február 23-án] 
A tanulmány jelen első része — főként a hőerőművi vezetékek szempontjából — 
áttekinti a csőtervezés főbb módszertani kérdéseit, vizsgálja a szerkezetek korszerűsödé-
séből adódó igényeket és a számítástechnika hatékony alkalmazásának lehetőségét. 
I . Bevezetés 
A csővezeték, m i n t gőz- vagy g á z n e m ű fo lyékony vagy annak t e k i n t h e t ő 
közeg szál l í tására szolgáló berendezés tervezésének kérdésköre a m ű s z a k i fej-
lődés során mind össze te t tebbé v á l t . Bővü l t és egyre fontosabb szerephez 
j u t o t t a nagymenny i ségű , s zámot t evő hőmérsékle tű és nyomású közeg forgal-
mazásá t k ívánó technológiák köre, f ő k é n t a hőenerge t ika és a vegyipar . Az üze-
men belüli száll í tás, a m u n k a f o l y a m a t o t megvalós í tó főberendezések össze-
kötése mel le t t egyre nő az üzemközi kapcso la to t megvalósí tó t á v v e z e t é k e k 
je lentősége. U t ó b b i a k n á l maga a cső a főberendezés , de az üzemen belül i cső-
veze tékek is k i t ehe t i k a technológiai rész ér tékének h a r m a d á t — f e l é t , az össz-
he ruházás 15 -f- 3 0 % - á t [1], más becslések szerint m é g többe t [8]. 
A tervezési köve te lmények a technológiai folyamatból adódóan elsősor-
ban dimenzionál is , topológiai , v a l a m i n t áramlás- és h ő t a n i jel legűek. 
A d o t t elhelyezésű főberendezéseket kell o lyan csőhálózat ta l összekötni , 
amelyen a kü lönböző üzemá l l apo tokban szükséges á ramlás ú t j a zárószervek-
kel k i je lö lhető és a száll í tás során fel lépő nyomás- és hőveszteségek a f o l y a m a t 
s zempon t j ábó l megengedhe tő h a t á r o k köz t m a r a d n a k . Ezeket a köve te lmé-
n y e k e t azonban ú g y kell megvalós í tan i , hogy a berendezés lé tesí tése , üzeme 
biztonságos és gazdaságos legyen. A b iz tonság , t e h á t hogy a cső m a g a ne káro-
sod jék , és a k ö r n y e z e t e t se ká ros í t sa , a lapve tő s zempon t , minden m á s csak 
ennek keretei köz t é rvényesülhe t . A károsodás k o c k á z a t a a technológia adot t 
je l lemzőitől függően többféle f o r m á b a n je len tkezhe t ik , de m i n d e n esetben 
közös, így á l ta lános és kiemelkedő fon tosságú köve t e lmény a kellő szi lárdság. 
A szilárdsági méretezés m i k é n t j e te rmésze tesen ahhoz igazodik , milyen 
igénybevéte lek h a t n a k a csőre. E z e k megál lap í tásához alkalmazási te rü le ten-
* Referátum a MTA Gépszerkezettani Bizottsága 1980. ápr. 2I-i ülésén. 
** Dr. Kolonits Ferenc, 1112 Budapest , Cirmos u. 4. 
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k é n t más és m á s vizsgálatok szükségesek. A kérdéskörön belül azonban körü l -
ha t á ro lha tó b i zonyos „közös r é s z " , amely á l t a lánosságban a környeze t tő l el-
t é r ő hőmérsék le tű és nyomású közeg szá l l í t ásának funkc ió jábó l eredő ha tá so -
k a t elemzi. Az elemzés azonban n e m szorí tkozik a ha tások és szilárdsági köve t -
kezményeik egyszerű megál lap í tásá ra : ez egyéb s z a k t u d o m á n y o k , elsősorban 
a műszaki m e c h a n i k a fe lada ta . A csövek szi lárdsági méretezése ezek á l ta láno-
s a b b tételeinek specializálásán és az egyszerű összegzésen t ú l m e n ő elemet 
t a r t a l m a z : m i n d e z t alkalmas e l j á r á smódba fog la l j a a veze ték mérete inek és 
egyéb je l lemzőinek előírása és tényleges megvalós í tása v é g e t t . Nem c s u p á n 
fe jeze t a műszak i mechanikából (amely maga is a mechanika műszak i a lka lma-
z á s b a n fe lmerülő , de ennek megfelelően t o v á b b is fe j leszte t t része), hanem az 
a lka lmazás t m é g inkább e lő té rbe állító „ m ű s z a k i b b " mechan ika . A többé -
kevésbé egzakt t u d o m á n y o s a l a p o k o n tú l a mére tezés je lentősen t ámaszkod ik 
a t a p a s z t a l a t o k r a és a s zub jek t ív invencióra , h iszen az előbbiek nem minden 
kérdésben i g a z í t a n a k el, még n a p j a i n k b a n sem. 
A kü lönböző alkalmazási t e rü le t ek közü l t a l án a h ő e r ő m ű v e k csőveze-
t é k e i azok, aho l ezen általános kérdések l e g n a g y o b b a r á n y b a n és mér t ékben 
megje lennek — i lyen ér te lemben a „műszak i c s ő t a n " e g y f a j t a model l jének 
t e k i n t h e t ő . A t o v á b b i a k b a n ezt vesszük a lapu l . 
Megfonto lása inkban a csőtervezés ké rdéskörének két v o n a t k o z á s á t k íván-
j u k vizsgálni; a j e l en részben a z t , hogy a fokozódó köve te lmények milyen vál-
t o z á s r a v e z e t h e t n e k a jelenlegi tervezési módszerekben , ill. mi lyen tendencia 
m u t a t k o z i k a számí tógéppel s e g í t e t t tervezés (CAD) v o n a t k o z á s á b a n . Je l en 
t a n u l m á n y u n k m á s o d i k részében épp ezen t e n d e n c i á k a l a p j á n ú j módszer t 
a l a k í t u n k ki az egy ik legbonyolu l tabb te rvezői számításra , a csőhálózatok 
rugalmassági e lemzésére . 
2. A tervezés menete és eszközei 
2.1. Altalános észrevételek 
A tervező m u n k á j á n a k k i i ndu lópon t j a a megvalós í tan i k í v á n t berende-
zésre vonatkozó k o n k r é t funkc ioná l i s köve t e lmények és a megvalós í táshoz 
rendelkezésre álló anyagok , gyár tás lehe tőségek , t o v á b b á a k i a l ak í t andó be-
rendezés jellegének ismerete . E z e k a d o t t esetben m á r korábbi t e rvező i dönté-
sek köve tkezménye i . Terü le tünkön m a r a d v a t e h á t ado t t , hogy bizonyos szál-
l í tás i fe ladato t cé lszerű csővezetékkel megoldani (ha ugyan vo l t is más al ter-
n a t í v a , pl. n y i t o t t csa torna) , m i l y e n technológ iá jú és anyagú csöveket lehet 
beszerezni , milyen hőmérsékle tű és nyomású közege t kell száll í tani . A tervező 
f e l a d a t a , hogy e g y m á s r a épülő d ö n t é s e k so roza táva l megha tá rozza a berende-
zés kivitelezéséhez és üzemel te téséhez szükséges va lamennyi p a r a m é t e r t : a 
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konkré t anyago t , mére t eke t s tb . , és ezeket minden rész le t re k i t e r j edő el lent-
m o n d á s m e n t e s rendszerbe , t e r v b e fogla l ja . 
Döntése inél a t e rvező köteles köve tn i az érvényes s zabványok és más 
ha tóság i rendelkezések előírásai t és legalábbis a ján la tos s zem előtt t a r t a n i a a 
„ t u d o m á n y és t echn ika je len á l l á sá t " . H o g y utóbbiból m i t és hogyan a lkal-
maz, az ha t á ro l j a , — m e n n y i r e képes és m e n n y i t é rdemes — egyebek mel l e t t 
kockáza tvá l la lás és műszak i e t ika kérdése [2]. 
A „ t u d o m á n y és t e c h n i k a jelen á l l á s a " különböző e lmélet i és t a p a s z t a -
lat i összefüggések mel le t t nehezen vagy jelenleg egyá l ta lán n e m számszerűsí t -
he tő e lvek, célszerű e l rendezésformák s t b . a l ak jában j e l en ik meg. Lényeges 
részét képezik a k o r á b b a n lé t rehozot t berendezésekkel kapcso la tos pozi t ív v a g y 
nega t ív t apasz t a l a tok . 
A tervezési m u n k a semmiképp sem de te rmin isz t ikus jellegű o lyan érte-
l emben , hogy az a l a p a d a t o k b ó l a „ je len á l l á s " összefüggéseinek kellő a lka lma-
zásáva l egyér te lműen köve tkez t e tn i l ehe tne a szóban fo rgó berendezés minden 
e lőí randó jel lemzőjére, m i n t e g y sokismeret lenes egyenle t rendszer v a g y opti-
m u m f e l a d a t megoldása ú t j á n . A fe lhaszná lha tó i smere tek , még h a te l jesen 
számszerűs í the tők v a g y logikailag a lgor i tmizá lha tok l ennének is, o lyan fel-
t é t e l rendszer t e redményeznek , ami egyszerre hiányos és e l len tmondó, emel le t t 
t ö b b n y i r e a rendelkezésre álló számí tás technika i , idő- és anyagi lehetőségek 
a l a p j á n kezelhetet len. 
A hagyományos megközel í tés az i smere tek korább i , kizárólag t ap a sz t a l a t i 
jel lege és a fe l té te l rendszer h iányos vo l t a m i a t t kézenfekvően a d ó d o t t : a célki-
tűzésbő l való di rekt köve tkez t e t é s h e l y e t t fel kell venn i a berendezés a d a t a i t , 
m a j d ezt elméleti v a g y kísérlet i ú ton ellenőrizni. Ha az ellenőrzésnél lényeges 
fe l té te lek nem te l jesü lnek , úgy he lyesb í ten i kell, m a j d ú j r a ellenőrizni sí.t. 
Ez az el járás t u l a j d o n k é p p e n heur i sz t ikus i te rác ió vagy még i n k á b b a 
mindenkor i legveszélyesebb n e g a t í v u m r a koncentrá ló re laxáció , ami h a a kon-
vergencia és az egyér te lműség , ill. te l jesség kérdését t i s z t á z t u k , a d i r e k t mód-
szerrel tel jesen egyené r t ékű . Alka lmazása mellett szól az is, hogy az alapul 
szolgáló összefüggések t ö b b n y i r e e lemző jellegűek: az o b j e k t u m paraméte re i -
ből köve tkez t e tnek a b e n n ü k lefolyó jelenségekre. A „ k o n s t r u k t í v " , szinteti-
záló köve tkez te tés éppen fo rd í t o t t i r á n y ú lenne: mi lyen pa r amé te r ek szüksége-
sek, hogy a jelenségeknél bizonyos he lyzeteket e l ke rü l j ünk , vagy é p p e n elő-
idézzünk . Egyszerű összefüggésnél , h a a szóban forgó h a t á s a többi tő l legalábbis 
fe l té te lesen e lkülöní the tő , ezt kellő átrendezéssel el l ehe t érni. A csöveknél a 
f a lvas tagságo t a belső t ú lnyomásbó l lehet számítani a feszül tségképle t átalakí-
t á s á v a l (kazánformula ) : m á s t o v á b b i igénybevétel s z e m p o n t j á b ó l a több ten-
gelyű feszül tségál lapot sa já tossága i m i a t t ez a fal m é g számot tevő t a r t a l ékka l 
rendelkezik . Ál ta lánosságban azonban nemcsak a t e l j es kons t rukciós fo lyamat , 
h a n e m még az egyes részlépések i l y e n f a j t a inver tá lása is p rob lema t ikus vagy 
legalábbis igen munka igényes . 
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A szaba tos ér te lemben v e t t i terációnál egyér te lműen elő van írva, h o g y a n 
kel l az ellenőrzésnél kapo t t e l térés függvényében a k i indu ló ada toka t helyes-
b í ten i . A kons t rukc ióban i l yen előírás lehetőségei k o r l á t o z o t t a k , inkább a r ró l 
l ehe t szó, h o g y sorozatos v izsgá la tokka l t e n d e n c i á j á b a n t i sz tázzuk az egyes 
tényezők be fo lyásá t . A „ t a n u l ó a lgor i tmus" konvergenc iakr i t é r iuma a kons t -
r u k t ő r műszaki érzéke és j ó z a n kockázatvál la lása . Ugyanez j u t döntő szerep-
hez a megoldás teljességét i l l e tően . Még ma tema t ika i l ag e g z a k t ki tűzésű p rob -
lémákná l is, h a t ö b b megoldás létezik, a kezde t i érték fe lvéte lével a k a r a t l a n u l 
e ldön tö t tük , mely ike t f o g j u k eredményül k a p n i , a t öbb i rő l esetleg t u d o m á s t 
s em veszünk — sőt az is e lő fo rdu lha t , hogy különösen kedvező t len fe lvételnél 
az eljárás egyá l t a l án nem konve rgá l . A kons t rukc iós f e l a d a t n á l a „ m e g o l d á s " 
a pa ramé te rek te rében igen bonyolu l t a l akú t a r t o m á n y , amelynek m i n d e n 
p o n t j a egy-egy megva lós í tha tó szerkezet, és ami t ovább i optimalizációs fel-
té te lekkel s zűk í the tő , ha u g y a n ezek eleve n e m szerepelnek a fel té telrendszer-
b e n (de „ m e r e v " opt imum előzetes kikötése esetén sokszor kiderül , hogy az 
e r edmény más szempontból k ívánn iva lóka t h a g y maga u t á n ) . A gyakor l a tban 
a z o n b a n , pl. csőnyomvonal - te rvezésné l t ö b b n y i r e csak a r r a v a n mód, hogy a 
fe l té te leke t egyá l t a l án kielégí tő megoldásig j u s sunk , esetleg n é h á n y a l te rna t í -
v á t v izsgál junk, t ö b b r e nemigen v a n idő és n a g y a kockáza t , hogy sok m u n k á -
v a l kevés j a v u l á s t nyerünk . K i s e b b részrendszereknél a munka igény u g y a n 
k i s e b b , de a t ö b b i korábban v a g y pá rhuzamosan te rveze t t részhez illeszkedni 
ke l l , ami csökkent i a manőverezés i lehetőségeket . A t e r v e k b e kerü lő megoldás 
v é g ü l at tól f ü g g , milyen i r á n y b ó l lépünk be a lehetséges t a r t o m á n y b a ; a 
k o n s t r u k t ő r i közhe ly szerint „ a m i elég jó, az j ó " . Ezt pedig nagyrész t e ldönt i 
a kezde t i és a módos í t á sokban ugyancsak szerepet j á t szó fe lvéte l : fe lvenni 
a z o n b a n csak az t lehe t , amit l á t t u n k , vagy abbó l ki indulva el t u d u n k képzelni . 
A lehetséges megoldások h a l m a z á b ó l a k o r á b b a n megva lós í to t t szerkezetekhez 
b i z o n y o s é r te lemben legközelebbi elemhez j u t u n k , „a szerkesztésben nincs 
u g r á s " , különlegesen invenciózus kons t ruk tő r ese té t kivéve. 
Ú jabb t u d o m á n y o s e r e d m é n y e k , elemzési módszerek bevonása n e m 
szükségképp veze t j o b b kons t rukc ióhoz , csak a k k o r , ha a t e r v e z ő az ily módon 
fe l szabadu ló „ k o c k á z a t i a l a p j á t " merészebb, a fe l i smerhető lehetőségeket job-
b a n kihasználó fe lvé te lbe f ek te t i — egyébként ellenőrizhet egy római vízveze-
t é k e t a l egmodernebb számí tógépen , az mos t sem lesz m á s m i l y e n , hiszen 
a n n a k i d e j é n „elég j ó " volt. 
A t u d o m á n y t alkalmazó kons t rukc ióbó l a k k o r lesz t u d o m á n y o s kons t ruk-
ció, h a legalábbis r é s z m ű v e l e t e n k é n t lehetővé tesz i a fe lvételek szubjek t ív t a -
p a s z t a l a t i jellegének csökkentését a célokból és fe l té te lekből v a l ó visszakövet -
k e z t e t é s javára . E z n e m szükségképp ma tema t ika i ér te lemben v e t t inver tá lás : 
h a va lami lyen s zámí t á s a k o r á b b i n á l egyszerűbben és gyo r sabban végreha j tha -
t ó , a kons t ruk tő r a d o t t időben és költséggel részletesebben f e lmérhe t i a lehetősé-
g e k e t , amelyek köz t olyan is a k a d h a t , amit k o r á b b a n elképzelni sem t u d o t t . 
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2.2. A csőtervezés menete és a kompenzáció kérdése 
A csővezetékrendszerek te rvezése a t e l j e s lé tes í tmény te rvezésének ke re -
tében , a p á r h u z a m o s a n folyó egyéb t e r v e z ő m u n k á v a l f o l y a m a t o s kö lcsönhatás -
ban t ö r t é n i k . A tervezés ennek megfelelően gyakor la t i t a p a s z t a l a t o k a l a p j á n 
k ia l ak í to t t , egymásra épülő szakaszokra boml ik . Ezek k e z d e t é n összefoglal ják 
és ha szükséges, összhangba hozzák a k o r á b b i szakaszban k ü l ö n b ö z ő szakágak-
ban k i a l aku l t tervezői dön téseke t , ennek a l a p j á n részletesebb felvétel t t e s znek 
és ú j a b b döntésekkel m i n d i n k á b b k o n k r e t i z á l j á k a l é t r ehozandó r endsze r t . 
A későbbiekben e ldöntendő p a r a m é t e r e k h a t á s á t előrebecslik. A szakaszok 
lényeges t a r t a l m á t a v iszonylagosan függe t l en vizsgálat lehetősége mel le t t a 
te rvező a p p a r á t u s konkré t szervezete, szakosodási s t r u k t ú r á j a és a he lyenkén t -
országonként el térő h a g y o m á n y o k is be fo lyáso l j ák [3]. 
A tényleges tervezés első szakasza a hőséma (elvi t echnológia i séma) ki-
a lak í tása . E ldön t ik a főberendezések: k a z á n , tu rb ina s tb . je l lemzőit , ez leg-
t ö b b n y i r e a d o t t t ípus k ivá lasz tásá t je len t i , esetleg kisebb módos í t á sokka l — 
mindez a séma felépítését nagy v o n a l a k b a n megszabja . A csővezetékek e b b e n 
többé-kevésbé üres „ feke te d o b o z k é n t " j e l e n n e k meg, ame lyek rő l fe l té telezik, 
hogy a technológiai p a r a m é t e r e k e t nem befolyásol ják, v a g y ezt a h a t á s t a 
nyomás - és hőveszteség előrebecslésével közel í tőleg veszik számí t á sba . A s é m a -
számí tások e redményekén t a d ó d n a k az egyes berendezések közt szá l l í tandó 
közegmennyiségek, a hőmérsékle tek és n y o m á s o k , ami a k ö v e t k e z ő , most m á r 
érdemi csőtervezési szakasz „kezde t i f e l t é t e l e " . 
A t o v á b b i a k b a n kijelölik a főberendezések helyét és megkezdődik az 
épület te rvezése . Ezzel p á r h u z a m o s a n fo ly ik a csőtervezés másod ik s zakasza : 
a csőséma k ia lak í tása . E n n e k során a rendelkezésre ál ló anyag- és m é r e t -
vá lasz ték f igyelembevételével e ldönt ik , h o g y az egyes szál l í tás i ú t v o n a l a k a t 
milyen a n y a g ú , á tmérő jű és f a lvas t agságú csővel (vagy p á r h u z a m o s a n k a p -
csolt csövekkel) va lós í t j ák meg. A h ő s é m á n szereplő „elvi c ső rendsze r t " a be-
rendezések konkré t köve te lménye inek megfelelően kirészletezik és további szük-
séges, ill. célszerű gyű j tő , á tkapcso ló s tb . vezetékekkel b ő v í t i k . Végeredmény-
ben k i a l a k í t j á k a csőhálózat t opo lóg i á j á t , fe l tünte t ik a leágazások és zá ró-
szervek he lyze té t . 
A csőá tmérőke t úgy á l l ap í t j ák meg , hogy az á t e r e s z t e n d ő közegá ram 
sebessége ne lépjen tú l b izonyos t a p a s z t a l a t i ér téket , ami kor lá tozza a n y o m á s -
veszteség és lengésjelenségek k o c k á z a t á t . A fa lvas tagság méretezése s z a b v á -
nyos e l járássa l a belső t ú l n y o m á s r a t ö r t é n i k ( f igyelembevéve az anyag t e h e r -
b í rásá t üzemi hőmérsékle ten) . 
A köve tkező szakasz az elrendezési tervek elkészítése. A közben k i a l a k í t o t t 
épüle tszerkezethez a lka lmazkodva r a j z b a n felveszik a csőséma szerinti veze ték -
rendszer tényleges n y o m v o n a l á t , e lő i rányozzák a hőszigetelés t , a c s ő t a r t ó k 
(és f i x p o n t o k ) helyét . Megá l lap í t j ák a cső ta r tózásra j u t ó súlyterhelés t ( á l t a lá -
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ban há lóza tszámí tás n é l k ü l , közelítő e l já rásokkal ) , meg te rvez ik vagy a szük-
séges mér t ék ig felveszik a cső ta r tószerkeze teke t és elvégzik a gátolt hő tágu lásbó l 
eredő reakc iók , mozgások, feszültségek számí tásá t . H a mind a cső, m i n d a 
esatlakozó berendezések és t a r tósze rkeze tek terhelése megfelel , véglegesí t ik a 
csőtar tószerkezetek t e r v e i t . A számítás szükség szer in t tovább i á ramlás - és 
hőtechnikai ellenőrzésre is k i te r jed . E z u t á n készülnek a részletes kiviteli ter-
vek, anyag l i s t ák stb. A m u n k a során f o l y a m a t o s egyez te t é s folyik az épí tész , 
a v i l l amos-au tomat ikás s t b . te rvezőcsopor tokkal . 
Ha a z t vizsgál juk, h o g y a n ha to t t a műszaki f e j lődés a szilárdsági mére-
tezés követe lményei re , m e g á l l a p í t h a t j u k , a hőe rőművekné l (de más ü z e m e k -
nél is) n ö v e k e d t e k az a l k a l m a z o t t közeghőmérsékle tek és nyomások, n ő t t az 
egységtel jes í tmény. Az e lőbb iek azonban m á r vagy k é t év t izede elérték a még 
gazdaságosan ura lha tó é r t é k e k e t , sőt a szuperkr i t ikus pa r amé te r ek t a r t o m á -
nyából n é m i visszalépésre is sor került . Az egységte l jes í tmények, ezzel e g y ü t t 
az á t á ramló anyagmenny i ségek u g y a n a k k o r f o l y a m a t o s a n és igen n a g y mér-
tékben megnöveked tek . A hőmérsékle t anyag je l l emzőkre gyakorol t h a t á s á t , a 
nagyobb igénybevéte l , d r á g á b b csőanyagok m i a t t szükséges részletesebb feszü l t -
ségelemzés elvei t fe ldo lgoz ták és s z a b v á n y o k b a foglal ták [4] — [7]. A p o n t o s a b b 
feszül tségvizsgálat igénye me l l e t t a mennyiségek , köve tkezésképp a c s ő á t m é r ő k 
növekedése mind inkább e lő t é rbe á l l í to t ta a rendszer ruga lmasság i s z á m í t á s á t 
és méretezését . A p rob léma u g y a n m e g o l d h a t ó különleges, k is erővel de fo rmá l -
ha tó csőelemek, pl. hu l l ámcsöves kompenzá to rok beépí tésével , ez azonban kö l t -
ségek és e g y é b tényezők m i a t t nem m i n d i g jöhet szóba —- többnyi re m a g á t 
a n y o m v o n a l a t kell úgy k i a l ak í t an i , hogy a r ákénysze r í t e t t deformációk h a t á -
sára ne l ép j enek fel a csöve t v a g y a csa t l akozó berendezéseke t károsí tani k é p e s 
terhelések. 
Nézzük , hogyan a l a k u l n a k közelítőleg az igénybevé te lek az á t m é r ő h ö z 
képest kis f a lvas tagságú csöveknél . A mére tezés fent i m e n e t é b e n p belső nyo-
másra, D középá tmérő , Om hőmérsék le t függő megengedhe tő feszültségre meg-
ál lapí tot t falvastagság 
minden e m l í t e t t tendencia m i a t t növekszik. Az önsúlyból e r e d ő hajl í tó n y o m a -
t é k q fa j lagos nyomvona l sú ly , l közepes t á m a s z k ö z mel le t t ql2/ 10-re becsü lhe tő 
[8]. Ha a c sőanyag sűrűsége a c , a töl teté ped ig Qt, úgy a szigeteléstől e l t ek in tve 
a haj l í tófeszül tség 
csökkenő i r á n y z a t ú , és a t ámaszközze l egyebek tő l f ü g g e t l e n ü l befolyásolható . 
A hő tágu lások n a g y s á g r e n d j e L j e l lemző hosszméret , ot hőtágulási t é n y e z ő 
és t üzemi hőmérsékle t m e l l e t t (egyszerűség kedvéér t 0 °C-on való szerelést 
(2.2) 
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fel tételezve) Lx í, i l yen m é r t é k b e n de fo rmá l j ák a r endsze r t a fe l l épő reakcióerők. 
M r e akc iónyoma ték (vagy erő) az I inerciá jú , E ruga lmassági tényezőjű csö-
vön ca(Ln)l(IE) de fo rmác ió t l é t e s í t , ahol ca és n a nyomvona l a lak já tó l és a 
deformáció , ill. h a t ó reakció ér te lmezésétől f ü g g (forgás v. e l to lódás , u t ó b b i r a 
n 1). A ke le tkező reakció, f e l t é v e te rmésze tesen , hogy a nyomvona l n e m 
egyenesen megy befogás tó l befogás ig , ami t enge ly i r ányú befeszülés t e redmé-
nyezne , hanem oldalki térésekkel m ó d van h a j l í t ó n y o m a t é k k ia laku lásá ra , 
P,M = —D3s—(Eoa) ; (2.3) 
8 ca 
a kompenzációs (ha j l í t ónak v e t t ) feszültség 
ok=±D-{E*t).\ (2.4) 
2 ca 
£ és a a hőmérsék le t t e l csökken, ill . nő, az Ext s zo r za t — főkén t , h a ausz teni tes 
anyagokra t é r ü n k á t — növeksz ik . Megál lap í tha tó , hogy a fe j lődés t endenc iá i 
mind a reakc ióka t , m i n d a feszül tségeket növe l ik . 
A belső n y o m á s n á l mego ldás t je lentő fa lvas tagság-növe lés i t t h a t á s t a l a n 
vagy épp ront a he lyze ten , egyedül a L/cQ csökkentése , azaz r u g a l m a s a b b n y o m -
vonal -k ia lakí tás j ö h e t szóba. Az u t ó b b i a k o n s t r u k t ő r ö k körében köz tudo t t , az 
e lőbbi t pedig t a p a s z t a l j á k . 
A fen t iekből azonban az is leszűrhető, h o g y a reakciók és a feszültségek 
v iszonya jD3p/<rm-szel arányos, azaz erőteljesen n ö v e k v ő . A p a r a m é t e r e k és egy-
ségte l jes í tmények növeked téve l a főberendezések egyre kevésbé „monol i t iku-
s a k " és főként a forgógépek m i n d érzékenyebbek a külső terhelésre . Ezé r t a 
gyá r tók a csa t lakozásokon megengede t t erőt és n y o m a t é k o t kor lá tozzák, és az 
előbbiek mia t t igen valószínű, h o g y a kor lá tok v iszonylagosan mind szigorúbb 
fe l té te l t j e len tenek . Ennek a l a p j á n szükségszerűen köve tkeze t t be a gyakor -
l a t b a n m á r t a p a s z t a l t szituáció, hogy a reakciók élesebb köve t e lmény t j e l en-
t enek , min t a cső szi lárdsága. 
Lá t sza t ra m i n d k é t p r o b l é m á t csökkenti , h a a veze tékeke t hideg á l l apo t -
ban a hőtágulás e-edrészével e lőfesz í t jük — e n n e k pontos v é g r e h a j t á s a j e l en-
tős nehézséggel j á r — és az e r e d e t i meleg á l l apo t i R r eakc ió t (1 — e) R-те 
csökken t jük . A h ideg á l l apo tban ellenirányú eREJEm reakc ió adódik, és a 
feszültségek is a r á n y o s a n a l a k u l n a k , feltéve, h o g y nincs kép l ékeny a lakvá l to-
zás. A cső sz i lá rdságá t azonban a legtöbb ko r sze rű előírás a kompenzác iós 
feszültségek te l j es vál tozási t a r t o m á n y a a l ap j án értékeli , megengedve a veze-
t ék elvileg egyszeri képlékeny a lakvál tozássa l t ö r t é n ő önelőfeszülését , amit m á s 
szakterüle ten beá l l á snak neveznek [9], [10], az előfeszítéssel ez t csupán meg-
előzzük. Reakciók v o n a t k o z á s á b a n pedig a g y á r t ó többny i re kor lá tozza a h i d e g 
á l lapoto t is, nem r i t k á n 100% re laxác ió kötelező f igyelembevéte lével . A k e z d e t i 
meleg reakciókat va lóban l ehe t előfeszítéssel a kor lá té r t ék a lá csökkenteni , 
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amíg a h i d e g reakciók m é g megengedhe tőek ; u tóbb iak növekedése azonban a 
ruga lmasság i modulusok a r á n y á b a n n a g y o b b , min t az előbbiek csökkenése. 
A tel jes re laxác ió a h ideg ál lapotra n é z v e azt jelenti , h o g y a k o r á b b a n alkalma-
zot t előfeszí tésre való t e k i n t e t nélkül fe l lép REJEm, a m i t csakis a rendszer 
ruga lmas k ia lak í tásáva l be fo lyá so lha tunk . 
Az u t ó b b i hazai n a g y e r ő m ű v e k főgőzvezetékeinél mindezen t endenc iák 
kézze l fogha tóan m u t a t k o z t a k . A t u r b i n a reakciókor lá ta i gyakor la t i lag kizár-
t á k az előfeszítést és a szükséges ruga lmasság térbel i , , l í raszerű" vezetéssel , 
ö n m a g á b a n csak szi lárdsági szempontbó l k ihaszná la t lan hosszú nyomvona l la l , 
e lhelyezhetőség, nyomásesés és kö l t ségek szempon t j ábó l kedvező t lenü l lett 
volna b i z to s í t ha tó . A t e r v e z ő (FEKETE JÁNOS, E R Ő T E R V ) ezért o l y a n nyom-
vonalból i n d u l t ki, ame ly szilárdságilag t a r t a lékka l rende lkeze t t , de n e m volt 
abszurdan tú lmére teze t t , m a j d soroza tos számítással megá l lap í to t t kellő he-
lyen és i r á n y b a n k i k ö t ö t t e a csöveket a ta r tószerkezethez . Az a lka lmazo t t 
D A R U t í p u s ú állandó v a g y ál l í tható k a r a k t e r i s z t i k á j ú csőtar tók l e h e t ő v é te t -
ték a sú ly terhelés és t águ láskor lá tozás függet len kezelését , az erők módosí tá-
sát . í g y s ikerül t a k e z d e t b e n nagy r e a k c i ó k a t a megengede t t é r tékre csökken-
teni. A n y o m v o n a l á t m a g á t mindez n e m befolyásol ta , közben f o l y h a t o t t a 
kiviteli t e rvezés és g y á r t á s , ami k o c k á z a t o t , de i dőmeg taka r í t á s t is j e l en te t t 
[11], [12], [13]. 
2.3. A számítógépek alkalmazásának lehetőségei 
A m é r n ö k i kons t rukc iós m u n k a számí tás techn ika i l ag két év t i zedde l ez-
előtt a logar lécre meg szerkesztő e l j á r á s o k r a t á m a s z k o d o t t és ezen a m a i szem-
mel igen kor l á tozo t t , a közhe ly szerint „ m a x i m u m egycollos f o r m u l á k r a " építő 
eszköztár ra l nemegyszer rendkívül i szellemességgel o ldo t ta meg f e l ada t a i t . 
Elmélet i e redményeke t o lyan f o r m á b a n kel le t t és o lyan ha tá r ig l e h e t e t t a ter-
vezésbe v o n n i , hogy ezen az alapon u r a l h a t o k legyenek. A s z á m í t ó m u n k a nem 
vagy csak a te rvezőcsopor ton belüli m u n k a m e g o s z t á s b a n különül el. Az alap-
ve tő eszköz, a logarléc, az időről időre f e l tűnő különleges var iánsok ellenére, 
néhány szakági lag k i smér tékben e l térő , k i forrot t t í p u s b a n szerepel, kezelésé-
nek célszerű fogásai „ a l a k i k iképzés" jel leggel a műszak i ok ta tás része . 
A számítógépek gyor sü temű fe j lődése ú j he lyze te t t e r e m t e t t , és m a már 
világos, h o g y a lehetőségek k ihaszná lásához és a fokozódó köve t e lmények ki-
elégítéséhez a t e r v e z ő m u n k a egészének az ú j s zempon tok szerinti elemzése 
szükséges [14]. Az eszközök vál tozása magáva l v o n j a a módszerek, célkitűzé-
sek v á l t o z á s á t , emellet t megfelelően képze t t személyzete t k íván , a lkalmas 
szerveze tben . Ezen ké rdéseknek már n a g y m ú l t j a van egy más t e r ü l e t e n : a had-
t u d o m á n y b a n [15] — s a j á t o s , hogy az o t t kialakult ka tegór i ák és te rminológia 
milyen s ű r ű n bukkan fel „c iv i l" a lka lmazásban . A számítógéppel a tervező 
a p p a r á t u s b a n először v á l t szükségessé „á l ta lános f e g y v e r z e t v á l t á s " . Ennek 
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kezdetén az ú j eszköz va lami lyen régi, n a g y o b b hatású va r i ánsakén t , az a n n a k 
megfelelő célra és módon a lkalmazzák ( m i n t a benz inmoto r , , ló"-erejét a h i n t ó 
alakú kocs iban) . E z u t á n kiderül , hogy az eszköz t ö b b r e és másra is k é p e s — 
a lehetőségek fe l t á ru lásáva l di f ferenciálódik. Az előáll í tás olcsóbbodásával , a 
kezeléshez szükséges i smere tek t e r jedéséve l , megkezdődik a tömeges a l k a l m a -
zás. E k k o r ke rü l n a p i r e n d r e a t evékenység legcélszerűbb módozatai és a meg-
felelő szervezet k ia lak í t ása . 
A számítógépesí tés mos t a fen t i f o l y a m a t k ö z e p e t á j á n ta r t . A d i f f e ren -
ciá lódásban a lapve tő , h o g y megvá l tozo t t a Grosch- tö rvényként i smert gazda-
sági t endenc ia , amely szer in t a kis f e l a d a t o k a t olcsóbb összegyűj teni és nagy 
gépen „ ré sz időben" megoldan i : ma a f e l a d a t nagyságához és körü lményeihez 
illeszkedő gép gazdaságos [16], [17]. K i a l a k u l t a k az elkülönült számolóköz-
p o n t b a n üzemelő, különleges szakképze t t sége t igénylő nagygépek, ame lyek 
üzemi r e n d j e a minél t e l j e sebb k ihaszná l t ságo t célozza. Szükségképp n e m illesz-
kedhe t ik egy ado t t t e r v e z ő m u n k á j á h o z , igénybevéte le személyi á t t é t e l ekke l 
és meglehetős k ö t ö t t adminisz t rác ióva l j á r . Kihe lyeze t t t e rminá lokka l a hazai 
t a p a s z t a l a t o k — nem utolsósorban köl t ség igény m i a t t — szűkösek, d e a fen-
t ieket csak részben módos í t j ák . Ezze l e l lentétben az á r és kezelési követe l -
m é n y mérséke l tebb v o l t a asztali gépeknél lehetővé tesz i , hogy ezeket b izonyos 
tervezői szervezeti egységek h a s z n á l a t á b a ad ják . Megítélésük nem p u s z t á n a 
k ihaszná l t ság , hanem a ve lük felszerelt egység t e l j e s í tménye alapján célszerű: 
m e k k o r a több le te t j e l en t a „ f o r m a l i t á s m e n t e s " , á l l andó , közvetlen rendelke-
zésre állás, azaz a t e r v e z ő m u n k á b a a k t u á l i s igény szer in t i betagozódás . Egyéni 
eszközként a logarlécet gyakorla t i lag f e lvá l t o t t ák a zsebgépek, ame lyek jelen-
leg e l t e r j ed t t ípusai m á r megva lós í t j ák ennek t e c h n i k a i m i n i m u m á t (elemi 
függvények , röv idebb művele tsorok „ l e o l v a s á s m e n t e s " végreha j t á sa ) . Külö-
nös f igye lme t érdemel azonban a tovább lépés , h i szen a t e r v e z ő m u n k á b a n 
m i n d e n k é p p e n m a r a d n a k olyan szakaszok , ahol a heur i sz t ikus és számszerű-
s í the tő elem „rövid soroza tokban v a g y célzott egyes lövésként" kapcso lód ik 
a döntések k i m u n k á l á s á b a n . Az űn . p rog ramozha tó zsebgépek t ömeg t ípusa i -
nak jó része „ á l p r o g r a m o z h a t ó " [18], d e mindenese t re megkíván ják a p rogram 
ese tenként i manuá l i s bevi te lé t , ezzel gyakor la t i lag k i z á r j á k e lő regyár to t t algo-
r i tmusok rész le t i smere tek nélküli a l ka lmazásá t . A ko r sze rű tárak r á a d á s u l „il-
lan é k o n y a k " : k ikapcsoláskor t ö r l ődnek . Az „előre be tá rozo t t lőszerre l , egy 
m o z d u l a t t a l h a s z n á l a t r a kész" m á g n e s k á r t y á s zsebgép ma még d r á g a , de a 
m a g a ide jében m i n d e n t ípus az vo l t . E g y r e i n k á b b felmerül az egységesí tés 
és a logarléccel á t t ek in the tőség , e rgonómia s zempon t j ábó l is egyené r t ékű típu-
sok k ia lak í t ása [19]. Mindent egybevéve a tömeges a lka lmazás m e g k e z d ő d ö t t , 
bá r haza i v i s zony la tban az asztal i gépek némileg szűk keresz tmetsze te t 
j e len tenek . 
Személyi v o n a t k o z á s b a n a he lyze t jel lemzője, h o g y n a p j a i n k r a számot-
t evővé vá l t azon műszak iak r é sza r ánya , akik érdemleges gyakor l a t t a l rendel-
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keznek és a l apképzés t már a s z á m í t á s t e c h n i k a közegében, n e m csupán h a g y o -
mányos e l j á r á s m ó d r a építő o k t a t á s b a n k a p t a k . Szervezeti s í kon ez a generác ió 
az alsószintű veze tésben m o s t á l l a „ k a p u k e l ő t t " , a helyzet minden o b j e k t í v 
és szubjekt ív p r o b l é m á j á v a l egye temben . Mindenese t re i lyen oldalról is j a v u l 
a n n a k a l ehe tősége , hogy a s zámí t á s t echn ika , ahol ez célszerű, közvet lenül a 
tervezői szerveze thez kapcso lód jék és a „ g é p t e r e m parad icsomából t ö r t é n t k i -
űze té s" u t á n ú j módon v a l ó s u l j o n meg a közve t l en é r in tkezés . Mellesleg ez 
t e r e t nyit az - igen pozit ívan é r t é k e l t „lelkes a m a t ő r i z m u s " e l ő t t [16]. 
Az á l t a l á n o s géptervezést [14] jelen do lgoza t 2.1. részéhez hasonló p r e -
misszákon koncepc iók ia lak í tás i , tervezési és kidolgozási f áz i sok szerint v izs-
gá l j a . A középsőben megkülönböz te t i a t u l a j d o n k é p p e n i s z á m í t ó m u n k á t (ezen 
be lü l az e l lenőrző, méretező — tehá t „ r é s z b e n inve r t á l t " , t o v á b b á az ez t 
magasabb s z i n t e n megvalósí tó optimalizáló a lgor i tmusoka t ) , az információ-
t á ro l á s t és a sze rkeze tk ia lak í t á s fo lyama tá t . A géphasználat kötegelt ( a d a t t ó l 
végeredményig au tomat ikus ) és interaktív (aza a tervező heu r i sz t ikus döntései-
n e k a számí tás fo lyamatba v i t e l é r e módot adó) formájának f igye lembevé te léve l , 
a fázisok a lgor i tmizá lha tósága szer in t javasol fej lesztési i r á n y o k a t . Jelen t a n u l -
m á n y k o n k r é t a b b területén m ó d nyílik a f e l a d a t o k , szervezet és gépválaszték 
részletei t is f i g y e l e m b e vevő elemzésre . Megfontolásainkból k i r ekesz t jük az á t -
fogó koncepcionál is döntések és a hőséma k i a l a k í t á s á t . Ezek a szoros é r te lem-
b e n ve t t csőtervezésnek inkább előzményei, s e m m i n t részei. A t o v á b b i a k szem-
p o n t j á b ó l a n n y i a lényeges, h o g y ezek a n a g y ada t tömeg m i a t t a mai gép-
he lyze tben sz in t e biztosan n a g y g é p e s f e l a d a t n a k tek in the tők , t e h á t a végre-
h a j t ó in tézmény számolóközpon t t a l szükségképp kapcsola tban áll. 
A géphaszná la t i formát és a tervezési f á z i s o k a lgor i tmizálhatóságát cél-
sze rű a s zámí tá s fo lyamat megszak í t á sa inak jellegéből k i i n d u l v a vizsgálni. 
Egyá l t a l án é rdemi l eg f o l y a m a t n a k t ek in the tő , mechanikus kép le tk i számí tá -
son túlmenő számí tássor csak a k k o r lehetséges, ha az e lőbbiek összefűzését 
szolgáló e redménye ik tő l de terminisz t ikusán f ü g g ő döntések a g é p e n belül végre-
h a j t h a t ó k — ez különbözte t i m e g a p r o g r a m o z h a t ó gépet az á lp rogramozha-
t ó t ó l . Az esetek e g y — ma még n e m túl nagy — részében a t e r v e z é s va lame ly 
n a g y o b b , v i szony lag elkülönülő művele te többé-kevésbé e g y b e n programoz-
h a t ó , a g é p m u n k a közvetlenül a végcélra i r á n y u l . Idő- és t á r i g é n y mia t t e r re 
á l t a l á b a n n a g y g é p szükséges, a m i ember—gép v iszonyla tban egyszersmind 
elégséges is, h i s z e n az illető m ű v e l e t egészében kikerült a t e rvezés ember i 
bonyo l í t á sának fo lyama tábó l . Az eredmények k é s ő b b , a k ö v e t k e z ő fázis meg-
a lapozásában , m a j d ta lá lkoznak a pá rhuzamos e g y é b tervezői műve le tekéve l — 
az általános ü t e m e t többnyire az u tóbbiak s z a b j á k meg. I l y e n esetekben a 
s zámí t á s megszak í t á sa teljes: a f e l a d a t p r o g r a m j a , adatai , e r edménye i k i í ra-
t á s r a vagy tör lés re kerülnek. 
Ha van l ehe tőség a p rog ram részleges megszak í tásá ra , azaz a fu tá s a d o t t 
he lyze tben való felfüggesztésére, ú g y mód ny í l ik a nem-önde te rminá l t , t e h á t 
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k o r á b b i m á s számí tás tó l függő v a g y heur i sz t ikus döntések v é g r e h a j t á s á r a , 
ezzel a te l jes megszakí tással h a t á r o l t számí tás fo lyamat meghosszabb í t á sá ra . 
A „rész legesség" m á r impl iká l ja , hogy fokoza ta i vannak , ez ped ig az, hogy az 
ak tuá l i s p rograminformác iókbó l m e n n y i t kell a kezelő t u d o m á s á r a hozni, h o g y 
dön thessen , v a l a m i n t , hogy döntése i milyen mér t ékben befo lyáso l j ák a z o k a t . 
Az igényel t t echn ika a számkije lzés től a színes display-ig, ill. n y o m ó g o m b t ó l a 
f ényceruzá ig t e r j e d h e t és a t e r v e z ő közvet len jelenléte szükséges , ami asz ta l i 
gépe t v a g y t e r m i n á l t je lent . H a mindennek költsége m e g h a l a d j a azt, a m i t a 
t e rvezés reális igényeinek gyo r sabb kielégítésével nyerni l e h e t , vá l toza t l anu l 
a kö tege l t ü z e m m ó d o t kell e lőnyben részesíteni. A gépka tegór iá t az ily m ó d o n 
„ k ö r ü l j á r ó j e l l egűnek"maradó , i smét lődő számítások n a g y t ö m e g ű a d a t á n a k 
egysze rűbb kezelhetősége szab ja meg. 
Az asztal i gépek eleve rende lkeznek az in t e rak t iv i t á s n é m i technikai , ill. 
a t e rvezői kapcsola t szervezeti lehetőségével . Munkaszervezés t t ek in tve a n n á l 
j o b b , minél kevésbé lesz „ház i s z á m o l ó k ö z p o n t " jellege. A szakszerű p r o g r a m -
fej lesztés-a lgor i tmizálás u g y a n m e g k í v á n j a mel le t tük szakosodo t t m u n k a t á r -
sak a lka lmazásá t , ezek érdekel tsége azonban a kiszolgált szervezet i egység tel-
j e s í tményéhez kapcsolódjék . Célszerű a p r o g r a m o k e lőál l í tásába, de f ő k é n t a 
f u t t a t á s - k ö z b e n s ő ér tékelésbe a lehetőségig bevonni a t e rvezőke t , mégpedig 
e lsősorban személyes, „ n e m - f o r m á l i s " munkakapcso la t ke r e t ében , i n k á b b a 
kölcsönös konzu l t a t í v jelleget hangsú lyozva [20]. Mindez a k k o r valósul meg 
l e g i n k á b b , ha — parkinsoni fogalmazássa l — a tervezők és a gépüzem legkisebb 
közös főnökének rangja minimális. 
A csőtervezés p rob lémaköré t á t t e k i n t v e m e g á l l a p í t h a t j u k , hogy elsősor-
b a n az információgyűj tés- rendszerezés , v a l a m i n t a k idolgozás fáz isában igen 
n a g y a d a t t ö m e g kezelése szükséges, emel le t t a szükséges j egyzékek , k i í rások , 
köl t ségvetések s tb . elkészítése h a t a l m a s manuá l i s r á f o r d í t á s t igényel. Ezen 
m u n k a kere tében , ha a n o r m a t í v k ivá lasz tás szempont ja i a d o t t a k , b izonyos 
szi lárdsági méretezési kérdések is mego ldha tók [21]. A kapac i t á s igény á l ta lá -
b a n nagygép , de az asztali t í p u s o k tömegtáro lás i lehetőségeinek fej lődése m á r 
a b e l á t h a t ó jövőben e lképzelhetővé teszi a lka lmazásuka t . 
A szűkebb ér te lemben v e t t csőkonst rukciós m u n k a nagyrész t o lyan szo-
ros összefüggésben t a r t a l m a z heur isz t ikus , a lgori tmikus és bonyolul t r a j z o k -
b a n megje lenő, ill. mego ldandó p r o b l é m á k a t , hogy k o m p l e x gépesítésére, leg-
a lább is a rajz-digi tal izáló t e c h n i k a je len tős továbbfe j lődésé ig és olcsóbbodá-
sáig elvi lehetőség sem igen v a n . A számszerűs í thető részprob lémák köz t kapa -
c i tás igény és bonyolu l t ság s z e m p o n t j á b ó l a csőhálózati ruga lmassági számí-
t á s t lehet a jelenlegi tervezési színvonal mel le t t mérvadó m a x i m u m n a k tek in-
t en i . A ru t inszerű tervezői számí tások j a v a része elemi szi lárdsági v a g y á r am-
lás t an i ellenőrzés, á l t a lában j o b b kézigépen elvégezhetők. Igényesebb algori t-
m u s o k szélesebb körű a lka lmazásá ra , a mére tező jelleg j o b b előtérbe kerülésére 
csak akkor lehet számí tani , h a a te rvező m á g n e s k á r t y á n rögzí te t t p r o g r a m o t 
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kap, ame lyeke t rész le t i smere tek és időveszteség nélkül , f igyelmét a cél ra össz-
pontos í tva haszná lha t . H a i lyen számítássorokat célszerű és lehetséges is lenne 
nagyobb i n t e r ak t í v p r o g r a m o k b a szervezni , ezek kapac i tás igénye i n e m való-
színű, hogy megha lad ják a rugalmassági számí tásé t . Ugyanez m o n d h a t ó más 
jellegű (pl. hidraulikai) egysze rűbb há lóza tszámí tás i fe lada tokró l . 
E l ő a d ó d n a k t e rmésze tesen olyan f e l ada tok is, a m e l y e k ezt a mérvadó-
nak neveze t t szintet m e g h a l a d j á k . I lyen a ruga lmasság i számítással elveiben 
azonos, de a súlyterhelést , eset leg szél terhet és t ovább i h a t á s o k a t s zámb av ev ő 
általános csős ta t ika i e lemzés . A forga lmazot t mennyiségek növekedése, a gazda-
ságosabb anyagfe lhaszná lá s r a törekedve t e rveze t t kevésbé robusztus szerkeze-
tek , eddig v i s ma jo rnak t e k i n t e t t ha t á sok , min t fö ld rengés és egyebek kocká-
za tának csökkentése is nagyság rendde l bonyo lu l t abb rezgés tan i és h idrod ina-
mikai ké rdéseke t vet fel. E z e n vizsgálatok azonban egyelőre — részben a ter-
vezés o b j e k t í v és szub jek t ív korlá ta i , r é szben a kivi te lezés adot t körü lményei 
közt e lérhető pontosság m i a t t — nem t e k i n t h e t ő k i lyen színvonalon a m a kor-
szerű te rvezés integráns r é szének . Ha a kö rü lményeke t f igyelembe véve szük-
ségesek, ú g y a t e r v e z ő a p p a r á t u s t ó l viszonylagosan e lkü lönü l t , szakosodot t cso-
por tok végz ik , végellenőrző jelleggel. A t u l a j d o n k é p p e n i kons t rukc ióban olyan 
egyszerűs í te t t f o rmu lákban v a g y i ránye lvekben j e l enhe tnek meg, amelyek ezen 
végellenőrzés esélyeit növe l ik (t ipikusan i lyen az önsú ly f igyelembevéte le a 
csőtar tózás kiosztásánál) . 
A rugalmassági s z á m í t á s igénye k é t f o rmában m e r ü l fel a te rvezés 
során. V a n n a k , és a csőrendszer nagyobb részét j e len t ik az olyan veze tékek , 
amelyek viszonylag kisebb hőmérsék le tük és mére te ik köve tkez tében n e m 
je lentenek kompenzáció s z e m p o n t j á b ó l érdemleges k o c k á z a t o t , nagyobb gond 
az, hogy egyá l ta lán , hogy é s merre m e n j e n e k a mind ig fennálló he lyszűke 
közepet te , h o g y ne ü t k ö z z e n e k és el lenőrizhetők, a r m a t ú r á i k kezelhetők legye-
n e k — a lka lmazkodniuk kell az ado t t lehetőségekhez. V a n n a k viszont főberende-
zésnek minős í the tő , nagy t e r h e l é s ű , következésképp gondos tervezést és ennek 
megfelelő kivi telezést , más berendezési e lemek hozzá juk a lka lmazásá t indokol -
t a n elváró veze tékek ( e rőművekné l i lyennek minősülnek az ún . n a g y n y o m á s ú 
vezetékek: a főgőz-, a n a g y n y o m á s ú előmelegítő- és t áp rendsze r csövei) . 
Mindkét kategória n y o m v o n a l a az elrendezést t e r v e z ő r a j z t áb lán szüle-
t i k meg: je l legét tekintve heur i sz t ikus dön té s , felvétel. E lmé le t ibb megalapo-
zása (számítással) a jelenlegi t echnika i fe l té te leke t t e k i n t v e , nehezen lenne el-
képzelhető. Egysze rűbb a l a k z a t o k , mint L , Z , l í ra kompenzác iós tu la jdonsága i -
n a k jobb minőségi , esetleg a r ánysze rű jelleggel tö r ténő f igyelembevéte le , fő-
k é n t azonban a korábbi e l rendezések mére tv i szonya i és s a j á t ha lmozódó 
t apa sz t a l a t a mot ivá l j ák a t e r v e z ő döntéseit . Gyakor lo t t e l rendezek f igyelemre-
m é l t ó módon „ é r z i k " a k o m p e n z á c i ó követe lményei t . Az [5] előírás mellőzhe-
t ő n e k m o n d j a k é t befogás k ö z t i , hő tágu lásban különben n e m gátolt á l l andó 
D á tmérő jű csőszakasz rész le tesebb számí tásá t , ha Y f e lveendő összhőtágulás , 
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L k i t e r í t e t t nyomvonalhossz és Q f i xpon t t ávo l ság ese tén 
DYI(L — Q)2 <, 2,08 • Ю - 4 . (2.5) 
K o n k r é t veze tékrendszereknél p r ó b a k é p p — az a lka lmazás i fe l té te leket ugyan 
s z a b a d o n ér telmezve — megvizsgá l tuk a tel jesülését , és h a j ó k o r a szórással is, 
de úgy tűn ik , hogy ez n a g y j á b ó l a „ t e rvező i s z e m m é r t é k " középér téke (egyéb-
k é n t [9] a lap ján egyszerű a lakza tok burko ló jakén t é r te lmezhető) . A szemmér-
t é k b e a gyakor la t t a l f i n o m a b b részle tek, mint az a lka lmazo t t c sőanyag , kis 
suga rú ívek feszül t ségkoncent rác ió ja is bekerü lhe tnek , t e rmésze tesen egyre 
b i z o n y t a l a n a b b , s zub j ek t í vebb módon . 
Az „ á l t a l á n o s " ka t egó r i ában a rugalmassági s z á m í t á s : végellenőrzés, ami 
á l t a l á b a n pozit ív e r e d m é n y t ad . Az a lka lmazkodás kényszere , főberendezések 
k ikerülése amúgy is növel i a beép í t e t t hosszat , a g y en g éb b minőségű csőanyag 
gazdasági lag nem teszi i ndoko l t t á a h a t a l m a s vo lumenek mellet t i dőbe se férő 
feszesebb tervezést . Az ellenőrzés a te rvezés tő l e lkü lönülhe t , a nagy a d a t m e n y -
nyiségek fu tósza lagszerű fe ldolgozására á l ta lában nagygépekné l v a n n a k meg-
felelő per ifér iák. 
Más a helyzet a n a g y n y o m á s ú vezetékeknél : a fe l té te lek szükséges szoros 
kielégítése, különösen a megengedhe tő reakcióknál — amelyek az e lőbbi ka te-
gó r i ában többny i re fel sem merü lnek — ál ta lában tú les ik a k o n s t r u k t ő r i szem-
m é r t é k „ fe lbon tóképességén" . Van lehetősége és gazdasági lag ér te lme is nyom-
vona lvá l toza tokvég igszámolásának . A tovább iakhoz k i indulásul szolgáló „ v a d " 
n y o m v o n a l k ivá lasz tása az anyagfe lhaszná lás és nyomásvesz teség s z e m p o n t j a 
mel le t t a szilárdsági t a r t a l é k és a beava tkozás i lehetőségek előzetes mérlege-
lését k í v á n j a : a k ikö tésekke l t ö r t é n ő „megfékezés" v iszonylag kevés a d a t rend-
szeres vá l toz t a t á sáva l végze t t soroza tszámí tás a l a p j á n te rvezhe tő . Az el járás 
egészében véve heur i sz t ikus . A helyesbí tések m ó d j á t a veze tékágak kimozdu-
l á sának jellegéből l ehe t becsülni; k ikö tés vagy mozgáskor lá tozó fe lü tköz te tés 
e l lentétes é r te lmű reakc ióerő t j e len t , amely a ko r l á tozandó reakc ióka t is módo-
s í t j a . Valószínű, hogy a cső többi részén a fékezetlen á l lapothoz k ép es t többlet -
igénybevéte l adódik , hiszen a j á ru lékos kényszerek az a l akvá l tozásoka t „ú j r a -
e losz t j ák" , a k r i t ikus he lyektő l t á v o l a b b i részen e g y m á s t részben kiegyenlí tő 
erőrendszer t képeznek , i t t valósul meg a teljes cső de fo rmác ió j ának a korábbi-
ná l nagyobb része és a védendő he lyek reakcióinak k isebb fe ladat j u t — ezért 
célszerű kellő szi lárdsági t a r t a l é k o t biztosí tani a manőverezéshez . H a m o n d j u k 
egyenes szakaszba he lyeze t t l íra szára i t csuklósan, merev r ú d d a l egymáshoz 
k ö t j ü k , ki lehet vá l a sz t an i o lyan he lyze te t a l í ra fe jéhez közel, amiko r a líra 
úgy veszi fel az egyenes cső hő t águ l á sá t , hogy a be fogásokra t enge ly i r ányú erő 
n e m h a t — te rmésze tesen a l íra fejrészén lényegesen megnőnek az igénybe-
véte lek . A líra szárai a csuk lópontok körü l emelőszerűen e l fordulva , összhangba 
hozzák a fej és az a lapegyenesek hő tágu lásá t . E g y s z e r ű b b a l akza tok t anu lmá-
nyozása gondo la toka t a d h a t bonyo lu l t abb , té rbe l i p rob lémák megoldásánál . 
6* Műszaki Tudomány 59, 1980 
8 8 K O L O N I T S F E R E N C 
Mindeneset re a dolgok jelen á l lása e lkerü lhe te t lenné teszi a gép és a kons t ruk tő r 
f o l y a m a t o s e g y ü t t m ű k ö d é s é t . E z é r t annak ellenére, hogy számos jól és ha t é -
k o n y a n m ű k ö d ő csőhá lóza t számí tó program lé tez ik , célszerűnek m u t a t k o z o t t 
az ismert a lapok ű j r av i z sgá l a t áva l olyan a lgor i tmus t k i a l ak í t an i , ami asztali 
gépen megva lós í tha tó . Ez t a t a n u l m á n y köve tkező részében i s m e r t e t j ü k : a 
s zámí t á s he ly igényé t sikerült e rősen csökkenteni , az időigény a lakulása n e m 
egyér te lmű, de n e m is eleve kedvező t l en . 
Az e l járás t a viszonylag kics i , 8kB-os EMG-71666 t í pusú aszta l i számoló-
gépen meg is va lós í t o t t uk és rendszeresen a lka lmazzuk E R Ő T E R V tervezési 
m u n k á i b a n ( jelenleg a Paksi A t o m e r ő m ű kivitelezésével és — FEKETE J á n o s 
k o n s t r u k t ő r i i r á n y í t á s a mellett — a Salmisaari f i n n expor t e rőmű főgőztervei-
vel kapcsola tos számí tások f o l y n a k ) . A t a p a s z t a l a t o k szerint f e n t i t ípus alkal-
m a z á s a inkább a módszer lehetőségei t igazoló „ fé lüzemi k í sé r l e t " . A nyomvona l 
geometr ia i a d a t a i n a k k lav ia tú rá ró l tö r t énő bev i te le fá radságos és hibalehető-
ségeke t r e j t ; a k is kapac i tás szükségessé t e t t e a p rogram szegmentá lásá t , a 
h á t t é r t á r o l ó k é n t szóba jövő egye t l en kaze t tás magnószalag-egység a felmerülő 
igényekhez képes t lassú és k ö r ü l m é n y e s elérésű, az üzembiz tonság ado t t volu-
m e n e k mellett n e m teszi t anácsos sá az elvben megva lós í tha tó a u t o m a t i k u s 
ove r l ay a lka lmazásá t . Számí tásba kel l venni a z o n b a n , hogy ezek a hazai első, 
m i n t e g y évtizedes aszta l i gépkons t rukc ió kor lá ta i . Korszerű asz ta l i gép beállí-
t á s a csőtervező szervezet i egységnél az egyéb, tervezői e g y ü t t m ű k ö d é s t , ill. 
f e lügye le te t igénylő fe lada tok m i a t t is mindenképpen mega l apozo t tnak tek in t -
h e t ő . A t ípus k ivá lasz tásáná l e l sősorban az á l t a lános üzembiz tonságo t , a meg-
b í z h a t ó , kellő k a p a c i t á s ú h á t t é r t á r o l ó k a t és lega lább a l apvá l t oza tok nem-
k l a v i a t ű r á s bevi te lé t lehetővé t e v ő inpu t -pe r i fé r i á t kell s z e m p o n t n a k tekin teni . 
Az a d a t o k ellenőrzése és i n t e r a k t i v i t á s s zempon t j ábó l kedvező a rajzos, az 
e r e d m é n y e k „ s z á l l í t h a t ó " , ú j r agépe lés t meg taka r í t ó kivitelére ped ig szükséges 
a h a r d - c o p y o u t p u t per i fér ia . Az o p e r a t í v t á r igény n ő az igényesebb vezetékek-
nél há lóza t számí tás sa l a ján la tos önsúlyvizsgála t m i a t t is. A t e n d e n c i á n a k azon-
b a n h a t á r t szab, h o g y a gyako r l a tban előadódó n a g y csőrendszereket kons t ruk-
ciós okbó l több he lyen befogják , í g y az egyben számolandó rendszer nem ér el 
e x t r é m nagyságot (ezér t lehet az a sz ta l i ka t egó r i ában maradni ) . Tel jes í tőképes 
i n p u t perifér iák és tömegtá ro ló eszközök a so roza t számí tásoka t és a csőterve-
zésben mind f o n t o s a b b ny i lván ta r tó -ada t fe ldo lgozó m u n k á k ház i kezelését is 
l ehe tővé teszik. A f e n t i köve t e lmények már a m a szélesebb f o r g a l o m b a n levő 
ko r sze rű asztali gép t ípusokka l k ie lég í the tők . 
T o v á b b i fe j lődés t je lentene a nyomvona l f e lvé t e l jobb elmélet i megalapo-
zása . E z megkísére lhe tő lenne (2.5.) az L befogások közé ép í t endő csőhosszra 
va ló á t a l ak í t á sáva l , egzak tabb a l a p o n a ruga lmassági számí tások mát r ix - és 
vek to rmenny i sége inek különféle n o r m á k o n alapuló, skaláris becsléseket lehe-
tővé t e v ő összefüggéseinek v izsgá la táva l . A folyó m u n k a j a v í t á s á n t ű i ez elő-
segí tené nagyobb m é r t é k b e n a u t o m a t i z á l h a t ó te rvezés i el járások k ia lak í t á sá t . 
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2 1 . V E G Y T E R V — Csőtervezés számítógépes módszerei, Programdokumentációk (07655 üi. 
sz.) 1978—79, Budapest 
Versabibility in Designing Pipline Systems, Part 1 — Purpose and Means of Designing. — 
The 1st part of the present paper reviews — mainly from the aspect of the pipelines of thermal 
power-plants — the significant methodological problems of designing pipelines, examines the 
demands arising from the modernization of constructions as well as the potentialities of the 
eff icient application of the computer technique. 
Planung von Rohrleitungen, 1.1. Teil: Das Ziel und die Mittel der Planung. — Der erste 
Teil der vorliegenden Abhandlung gibt einen Überblick — hauptsächlich vom Gesichtspunkt 
der Rohrleitungen von Wärmekraftwerken — über die Hauptprobleme der Methodologie der 
Planung von Rohrleitungen, untersucht die durch die Modernisierung entstandenen Anfor-
derungen, sowie die Möglichkeiten des wirksamen Einsatzes der Rechentechnik. 
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A LAMÉ-EGYENLETEK MEGOLDÁSA 
TELJES n- ED FOKÚ POLINOMMAL 
LÁMER GÉZA» 
[Beérkezett: 1980. november 11-én] 
Jelen dolgozatban megmutattuk, hogy a Lamé-egyenletek megoldhatók teljes 
re-ed fokú pol inom szerinti sorbafejtéssel. Bebizonyítottuk, hogy tetszőleges n esetén 
3 X ( 2 n + 1) szabad paraméterrel jellemezhető az n-ed fokú polinomból nyert megoldás. 
Megmutattuk a szabad paraméterek kiválasztásának egy lehetséges esetét, bár-
mely együttható szabad paraméterekkel való kifejezésének és az együtthatókra vonat-
kozó lineáris egyenletrendszer felépítésének módját. Bebizonyítottuk a megoldás egy-
értelműségét. 
A Lamé-egyenletekre vonatkozó peremérték-feladat megoldásának két módsze-
rét mutattuk be. A kettő összehasonlítása alapján a tanulmányban nyert megoldást 
inkább a végeselem módszerben célszerű alkalmazni. 
Jelölések 
x,y,z — Descartes koordináták 
u, V, W — elmozduláskomponensek a Descartes-féle koordináta rendszerben 
p — harántkontrakciós tényező 
un, vn, wn — n-ed fokú teljes polinommal jellemzett elmozduláskomponensek 
a, b, с — a polinomok együtthatói 
p,q,r — együttható indexek és hatványkitevők 
n — polinom fokszáma 
f — szabad paraméterszám 
i, j , к — mátrix soroszlop index 
D — determináns 
A további jelöléseket a szöveg közben értelmezzük. 
1. Bevezetés 
A r u g a l m a s s á g t a n egyenletei kis a lakvá l tozás esetében a Lamé-egyenle-
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Az e lmozduláskomponensek legszélesebb függvényosz tá lya , amely még 
kielégí t i a Lamé-egyenle teke t , b iha rmon ikus [1]. Az (1) egyenletekből l á t ha tó , 
hogy a b iha rmon i t á s szükséges, de n e m elégséges fe l té te l (1) kielégítésére. Azaz 
a h á r o m e lmozduláskomponensre n y e r t há rom b iha rmon ikus f ü g g v é n y nem 
függe t l en egymástó l , hanem az (1) egyenleteken keresz tü l kapcso lódnak egy-
m á s h o z . Mivel a b iha rmon ikus f ü g g v é n y e k n e k ki kell elégíteniük az (1) egyen-
l e t e k e t , így cé lszerűnek látszik a megoldás t m i n d j á r t (1) fe lhasználásával meg-
keresn i . 
2. Az (1 ) egyenletek megoldása 
Keressük az (1) egyenletek megoldásá t u , v, és w-re nézve te l jes re-ed fokú 
po l inom a l a k j á b a n : 
и „ = 2 aP.4,r*Pyq*9 
p+q+r=n 
f n = 2 К . я . г ^ У 9 ^ (2) 
p+q+r=n 
p+q+r—n 
Mivel egy t e l j e s re-ed fokú p o l i n o m (re -)- 1) (re 2)/2 t a g o t számlál , ezért 
az e lmozduláskomponensek összesen 3 X (n + 1) (я -)- 2)/2 t agbó l á l lanak . 
Az (1) Lamé-egyen le tek az u„, vn és wn pol inomok f o k s z á m á t 2-vel csökkent ik , 
így a z o k 3 X [(re — 2) + 1] [(re — 2) + 2]/2 = 3 X (re — 1) re/2 l ineáris összefüg-
gést létesí tenek az api(7>r, bpiqjr és ср 1 ф г e g y ü t t h a t ó k közöt t . E k k o r legalább 
3 X (n + 1) (n + 2)/2 — 3 X (n — l ) n / 2 = 3 X (2ra + 1) l ineárisan függe t len po-
l i n o m t a g (együ t tha tó ) létezik. H a a f e n t eml í te t t 3 X (re — l)re/2 összefüggés li-
neá r i s an nem f ü g g e t l e n egymástól , ú g y 3 X (2re -j- l ) -né l t öbb l ineár isan függet -
len e g y ü t t h a t ó v a l j e l l emezhe tő a Lamé-egyen le tek (2) a lakú megoldása . 
3. A 3 X (2n + 1 ) szabad p a r a m é t e r ( függet len együ t tha tó ) k iválasztása 
A szabad p a r a m é t e r e k megvá la sz t á sának elvi s z e m p o n t j a i n incsenek, de 
a v izsgá l t differenciálegyenlet ad egy lehetséges k ivá lasz tás i módo t [2]: 
Az u n teljes re-ed f o k ú polinom ap ,q , r e g y ü t t h a t ó j a k i fe jezhe tő a köve tkező 
a l a k b a n : 
"n о г = • \ол) 
P,q
 pl ql r ! dxpdy"dzr 
Analóg m ó d o n nye rünk kép le t eke t a és c p > ç r e g y ü t t h a t ó k r a . 
A t o v á b b i a k b a n m i n d e n bp qir és cp,9,r e g y ü t t h a t ó r a v o n a t k o z ó képle t k i í rásá tól 
e l t ek in tünk . A kép le t sorszáma me l l e t t „ a " index k i í rásáva l je lezzük, h a analóg 
képle t í r ha tó fel a bp,g>r és cp 9 r e g y ü t t h a t ó k r a . 
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А (За) k i fe jezés fe l í rha tó 
1 дп~2 92u„ 
plqlrl дхР-2ду"д^ дх2. 
(4a) 
a l a k b a n is. Az ( l a ) egyenle t f e l ha szná l á sáva l az api(f,r e g y ü t t h a t ó k i f e j e z h e t ő 
ap-2,q+2,r é s ap-2,q,r+2 e g y ü t t h a t ó k k a l : 
1 - 2 / i / ( g + 2 ) ( g + l ) ( r + 2 ) ( r + l ) I 
1 fa + i . , г + 1 , , ч 
- Г7; 7 °p-1.9+1. г i Cp-1, q. r+1 • W a l 
2(1 — l * ) \ P P 
Az ( l a ) egyenle t t öbbször i a l k a l m a z á s á v a l az ap i q i f e g y ü t t h a t ó k i f e j e z h e t ő az 
ae,s,t s+ t= n, ha p páros , (6a) 
i l l e tve az 
°i.s,< 1 + s + í = »>, b a p p á r a t l a n (7a) 
e g y ü t t h a t ó k l ineá r i s k o m b i n á c i ó j a , v a l a m i n t az ( l a ) egyenle t a l k a l m a z á s a során 
„ a d ó d ó " bpiqr és cpqiT e g y ü t t h a t ó k l ineáris k o m b i n á c i ó j a összegével. 
Szabad p a r a m é t e r e k n e k a (6) és (7) t í p u s ú e g y ü t t h a t ó k a t v á l a s z t j u k . 
A (6) t í pusú e g y ü t t h a t ó k s z á m a 3 X (n -)- 1), m íg a (7) t í p u s ú é 3 X re. í g y össze-
sen 3 X (2n -f- 1) s z a b a d p a r a m é t e r t v á l a s z t u n k ki , p o n t o s a n a n n y i t , a m e n n y i t 
az egyen le t r endsze r t ípusa m e g e n g e d . Az (5) t í p u s ú összefüggésből l á t h a t ó , 
h o g y a (2) a l a k ú megoldás e g y ü t t h a t ó i n e m csak (6) és (7) t í p u s ú e g y ü t t h a t ó k -
k a l f e j e z h e t ő k k i . 
A f e n t b e m u t a t o t t a lgo r i tmussa l az 
"p,q,n bp,q,n Cp,q,r {P + Я + Г = n) ( 8 ) 
e g y ü t t h a t ó k r a egy l ineáris egyen le t r endsze r t n y e r ü n k : 
K X = 0 (9) 
Megjegyzés : (9) egyenle t f e l í r á sakor te tszőleges a , b i l le tve с e g y ü t t h a t ó r a csak 
egyszer a l k a l m a z z u k az (5) összefüggés t . 
4. A ( 9 ) egyenlet v izsgála ta 
Az X v e k t o r b a n a (2) a l a k ú mego ldás e g y ü t t h a t ó i t f o g l a l t u k egybe . 
Az e g y ü t t h a t ó k so rba rendezésé t az о
М ) Г e g y ü t t h a t ó k r a a k ö v e t k e z ő index-
sor a l a p j á n v é g e z t ü k el: re, 0, 0 ; n — 1, 1, 0 ; n — 1, 0 , 1 ; n — 2, 2, 0 ; re — 
— 2, 1, 1; re — 2, 0, 2 ; s tb . A bptqr és cp : q i r e g y ü t t h a t ó k r a az i n d e x e k e t cikli-
k u s a n f e l c se ré l tük egy-egy i n d e x - h á r m a s o n belül . Ezzel e l é r tük , hogy az X 
v e k t o r b a n a (6) és (7) t í pusú e g y ü t t h a t ó k a megfele lő e g y ü t t h a t ó k s o r á b a n az 
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u to l só (2re + 1) h e l y e t fogla l ják el. Az X v e k t o r t az a, b és с e g y ü t t h a t ó k n a k 
megfelelően h á r o m vek to r ra pa r t i c ioná l juk — X T = [X^, X B , X C ] T , m a j d a 
(6, 7) t ípusú e g y ü t t h a t ó k előt t i smét egy-egy par t ic ionálás t h a j t u n k végre . 
Ezze l a par t ic ionálással összhangban t ü n t e t t ü k föl а К e g y ü t t h a t ó m á t r i x o t is : 
A 
A0 K11 tv 11 K1 2 tro tvi2 К з K?3 
K21 I f
0 
tv 21 K2 2 K§2 KjB 
K 31 IfO K32 K32 K33 Щ з 
В 
Bn 
= 0 . (10) 
с 
c n 
Az „ o " i n d e x ű v e k t o r b a n he lyezkednek el a (6) és (7) t ípusú szabad para -
m é t e r e k , d imenzió juk l x ( 2 n -f- 1), az index nélkül i v e k t o r o k b a n n e m függet -
len e g y ü t t h a t ó k , d imenz ió juk l x [(re — l )n /2 ] . 
A K y b lokkok [( re — l)re/2] X [(re — l ) n / 2 ] d imenzió jú négyze tes má t r i -
x o k , az L, ( = K y b l o k k o k (2 re -f- 1)X [(re — l)re/2] d imenzió jú tég la lap mát r i -
x o k . А К má t r i x azé r t nem négyzetes , mivel a , ,o" i n d e x ű v e k t o r o k b a n össze-
fogla l t e g y ü t t h a t ó k r a az (5) egyenle te t nem a lka lmazzuk . 
Az indexek c ik l ikus felcserélése m i a t t : 
K 11 = K>2 = K33 = K j , 
K 1 2 = Kjg - K 3 1 - K 2 , 
K1 3 = K a = K 3 2 = K 3 . 
v a l a m i n t a null i n d e x ű m á t r i x o t L,y-vel je lölve 
L n = L2 2 = L3 3 = L j , 
I"12 I"31 = 1*2 ' 
L j 3 = = ^ЗЗ = • 
í g y a (10) egyenle t a köve tkező a l akban í rha tó fel : 
K ' X = — L X „ , 
azaz 
K j K 2 к . , A Li L 2 L 3 
K 3 K j к • В = — L3 LI l 2 
K 2 к 3 K j с L3 
B„ (И) 
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A (11) egyenlet mego ldha tó ságának szükséges és elégséges fel té tele , hogy 
az i smeret lenek e g y ü t t h a t ó m á t r i x a — K ' — nem szinguláris. E z t oly módon 
b i zony í t j uk , hogy m e g m u t a t j u k — a K ' m á t r i x n a k létezik inverze . 
Az L má t r i x ró l elégséges b izonyí tan i , hogy n e m zé rusmá t r ix . 
A Kj , L,- r é szmá t r ixok t u l a jdonsága i t az (5) egyenle tekből o lvasha t juk k i : 
1? A K j és L 3 r é szmá t r ixok b lokkos s t r u k t ú r á v a l rende lkeznek; a blokkok 
többsége zé rusmát r ix . A szerkeze tüke t a függelékben m u t a t j u k be . Megjegyez-
zük , hogy a K-3 r é szmá t r ix de t e rminánsa azonosan 1. 
2? A K 2 és K 3 r é szmá t r ixok m i n d e n egyes so r ában és osz lopában max imá-
lisan egy-egy elem fogla lha t he lye t . H a az i-edik oszlop üres, akko r az i-edik sor 
t a r t a l m a z nul lá tó l kü lönböző e lemet . Kivé te l t képez az első sor és az első oszlop, 
amelyeknek m i n d e n eleme nul la . A nul la elemű sorok és oszlopok száma (az 
i, j , к i ndexben a j = 0 esete) (re — 1). Ebbő l köve tkez ik , hogy az L2 és az L 3 
r é szmá t r i xoknak (re — 1) so rában és oszlopában (re — 1) nu l lá tó l különböző 
elem áll. 
3? Végül, h a a K 2 m á t r i x (i, j ) pozíc ió jában nul lá tól kü lönböző elem áll 
[ k f f ) = —(q + 1)/2(1 — p)p], akkor a K 3 m á t r i x ( j , i) poz íc ió jában is nul lá tól 
különböző elem áll [fejf = — p / 2 ( 1 — ц) (q -f 1)]. Azaz jelölje K 2 azt a mát r i -
xo t , amelyet a köve tkezőképp def in iá lunk 
КО»
 = j h a = 0 
1
 j 1, h a * g > ^ 0 . 
Analóg m ó d o n ér te lmezve a K 3 m á t r i x o t , az előző t u l a j d o n s á g m á t r i x a l akban : 
K 2 = k l (12) 
Az 1° és 2° k ö v e t k e z m é n y e , hogy L nem zé rusmá t r ix . 
Az (5) egyenlet és 3° t u l a j d o n s á g többször i a lka lmazásáva l b izony í tha tó , 
hogy a K ' m á t r i x d e t e r m i n á n s á n a k megha tá rozása során m á t r i x főá t lón 
kívüli ér tékei n e m j á t s z a n a k szerepet . Így elégséges, ha a 
E K 3 
K" = K 3 E К . 
K 2 K 3 E 
m á t r i x inverzének létezését b i z o n y í t j u k . Fe lhaszná lva a K 2 és K 3 má t r ixok t u -
la jdonsága i t , és az (5) egyenle te t be l á tha tó , hogy a K" má t r ix (i,j, k) sorában és 
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osz lopában a köve tkező séma szerint he lyezkednek el a zérustól kü lönböző ele-
mek : 
( i ) ( j ) ( k ) 
I t t a c1. . . ce e g y ü t t h a t ó k egyszerre nem lehe tnek zérus é r tékűek . 
A (c v c2), (c3, c4) és (c5, ce) pá rban v a g y mindke t t ő nu l l a vagy m i n d k e t t ő nul-
lától kü lönböz ik . 
A K " má t r ix i n v e r t á l h a t ó , ha a n e m zérus c, ( i = 1, 2 , . . . 6) elemeiből 
a lko to t t 
C = 
q + l 2(1 — / i ) 
P 1 
L r + l 2(1 — p) 
mát r ix n e m szinguláris. 
q + l 
P 2(1 — p) 
1 
r + l 2 ( 1 — ц) 
r + l 1 " 
P 2(1 — fi) 
r + l 1 
2(1 — p) 
1 
(13) 
А С m á t r i x de t e rminánsa 
1 Dc= 1 3 + 1 
8 ( 1 - р ) Ч
 ? q + l) 4 ( 1 - p ) 2 
á t a l ak í t va 
2pcg2 + 2xq + 1 
(14) 
(15) 
8 ( 1 - ^ ) 3 ^ + 1 ) 
ahol X = p(9 — 9/X + p 2 ) (^>0), v a l a m i n t g ^ l , egész. E z é r t D c < ! 0. (g = 0 ese-
tében a f e n t i séma szerint i jelölésben c s a k a (c3, c4) pá r kü lönbözik nul lá tó l . Meg-
m u t a t h a t ó , hogy а С m á t r i x akkor is i nve r t á lha tó . ) Ezze l beb i zony í to t t uk , hogy 
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lé tez ik а С m á t r i x n a k inverze. A f en t i levezetésből köve tkez ik , hogy akkor a K " 
és a K ' m á t r i x o k n a k is lé teznek inverzei. Ez az t je lent i , hogy a (11) má t r ix -
egyenle t egyér t e lműen megoldha tó . 
í g y b izony í t á s t nyer t , h o g y a Lamé-egyenle tek (2) a lakú függvényekke l 
va ló megoldása lé tez ik és te tszőleges n esetén mindig 3 x ( 2 n -(- 1) szabad pa-
r amé te r r e l je l lemezhető . 
5. Megoldások az n = 1 ,2 ,3 esetre 
A megoldásoka t egy t ég la t e s t a lakú r é s z t a r t o m á n y r a a d j u k meg, és ennek 
a r é s z t a r t o m á n y n a k a felületein ébredő feszül tségek eloszlásával je l lemezzük az 
egyes á l l apo toka t . 
Az egyes n pol inom fokszámhoz t a r t o z ó szabad p a r a m é t e r e k s zámá t 




 > fo = 3 
uo = «0,0,0 ( 1 6 a ) 
Ez a t ég la tes t s ú l y p o n t j á n a k merevtes t szerű e l to lódását í r j a le. 
n = 1 , / i = 9 
" í = «1,0,0 * + «0 ,1 ,оУ + « 0 , 0 , 1 z - ( 1 7 a ) 
Ez az e l to lódás k o m p o n e n s a tégla tes t merev tes t sze rű e l fordulásá t és a 
k o n s t a n s — az egész t ég la tes ten belül — feszül t ség-á l lapotokat í r j a le. Ezeke t 
a k o n s t a n s feszül t ség-á l lapotokat há romtenge lyű húzás -nyomás és a t i sz ta nyí-
r á s á l l apo tokkén t é r t e l m e z h e t j ü k . 
n = 2 , f2 = 15 
u i = «2,0,0 * 2 + «1,1,0 « У + « и о д * 2 + « о , 2 , о У 2 + « о д д У 2 + «0,0,2 г 2 ( ! 8 а ) 
1 —2р . . 1 / 1 , 1 , ,
п
 . 
« , п п = («0 ,2 ,0 + «о,о,г) —
 2 - _ . — "1.1,0 + — C i . 0 , 1 • ( 1 9 а ) 2(1 _ р) " 2(1 - р) 
E z e k az e l to lódáskomponensek olyan feszül tség-á l lapotokra b o n t h a t ó k fel, 
ame lyekben a feszül tségek a k o o r d i n á t á k lineáris függvényei , ezért t i sz ta ha j l í t á s , 
c sava rá s és ff—r á l l apo tokkén t é r t e lmezhe t jük . Ezeke t az á l lapo toka t az 1. 
á b r á n t ü n t e t t ü k fel . A tég la tes t felületén h a t ó feszül tségeknek csak az eredőit 
j e lö l tük . 
n = 3 , /3 = 21 
U
n = «3,0,0 * 3 + «2,1,0 * 2 У + «2,0,1 * 2 2 + «1,2 ,0*У2 + «1,1,1 * У 2 
+ «1,0,2 * a 2 + « о . з , о У 3 + « о , 2 , 1 У 2 г + «0,1,2 У a 2 + «0.0,3 2 3 ( 2 0 а ) 
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1. ábra. n = 2 esetében a 15 paraméteres feszültségállapot egy lehetséges felbontása egy tégla-
test alakú résztartomány felett, a. A lapokon lineárisan változó normálfeszültség (tiszta hajlí-
tás); b. A lapokon lineárisan változó nyírófeszültség a két lap között lineárisan változó normál-
feszültséggel (cr — r állapotok); c. Mind a négy lapon lineárisan változó nyírófeszültségek 
(csavarás) 




' ° - ~ 13 a i ' 2 ' ° + 3 " H 2(1 - p) - ^ A i , o + j «2.0,1) (
2 1 a ) 
«2,1,0 = + 
4(1 - p)* í 1 - 2 p 
4(1 - pY - 11 2(1 - p) 
— 2p 
(3«0,3,0 + «0,1,2) 
2(1 — p) 2 
* Ci 11 
2(1 — M 
- /OL 2( 
2(1 - p ) (3^3,0,0 + ^1,0,2) ' 
— c, 
2(1 — p) 2 
(22a) 
«2,0,1 = + 
4(1 - pf 1—2 p 
4(1 — ^)2 - 1 l 2 ( 1 - p ) 
— 2 p 
(«0,2,1 + 3«0,0,з) 
1 1
 h 
— « 1 , 1 , 1 
2(1 — 
- /OL 2( 2(1 - p ) 
(Cl,2,0 + 3c3 0 „) 2(1 — p) 2 
2(1 — p) 2 
1 , 
T "1.1.1 . (23a) 
Az n = 3-hoz t a r t o z ó megoldások is f e lbon tha tók az 1. á b r á n a k megfelelően 
„ e l e m i " feszültségekre, i l letve a lakvá l tozásokra . E t t ő l e l t ek in tünk , mivel a ta -
n u l m á n y n a k nem cél ja i lyen fe lbon tások vizsgála ta . 
n — 4 esetében a képletek t o v á b b bonyolódnak . Alka lmazo t t megoldás 
ese tében célszerű n u m e r i k u s megoldáshoz fo lyamodni . A szabad p a r a m é t e r e k 
mindig az elmozdulás komponensek egy-egy pol inom t a g j á t , i l letve c sopor t j á t 
je l lemzik , de mindig v é g r e h a j t h a t ó az á t t é rés a feszül tségekre is. 
6. A Lamé-egyenle tekre vonatkozó peremér ték- fe lada tok 
A peremér ték- fe lada tok ki tűzéséhez az (1) egyenle t rendszeren k ívü l szük-
séges a 
Oijn, = T f , x, £ ST (24) 
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d inamika i és az 
u, = uf, Xi Ç Su (25) 
k inemat ika i peremfel té te lek i smere te . 
6.1 Sorfejtés. A pe remfe lada t megoldásá t az 
(U*}ft-1 = {«*fc> vks «Мл-1 (26) 
függvényrendsze r szerint i s o r b a f e j t e t t a l akban keressük: 
u = 2 c k u k . (27) 
k=l 
I t t a (26) k é p l e t b e n az egyes u^, \ k , \ t k f üggvényeke t a (6) és a (7) t í p u s ú 
s zabad pa ramé te rekke l je l lemzet t pol inomok n ö v e k v ő fokszámaik szerint ren-
d e z t ü k sorba; ezek a függvények m a g u k a t a s zabad pa ramé te reke t nem ta r t a l -
m a z z á k . 
Mivel a (26) a lapmegoldásoka t a pol inomok tel jes és függe t len függvény-
rendszeréből h o z t u k létre, így a (26) függvényrendszer teljes a megoldások teré-
b e n . 
A peremfe l té te lek kielégítése céljából vezessük be az rj és а £ á l t a l ános í to t t 
f üggvényeke t [5]: 
Az r] f ü g g v é n y t ér te lmezzük, min t 
O ^ r ç ^ l é s r? = 1, h a ж Ç S/S„ , (28) 
r) = 0, h a X £ Su , 
v a l a m i n t а £ f ü g g v é n y t , mint 
O ^ C ^ l é s С = 1, h a * £ S/ST , (29) 
С = 0, h a ж £ S r , 
A megoldás szempon t j ábó l fel tétel , hogy a u * T j é s u * £ komvolúciók 
é r te lmesek legyenek. Ez esetben 
к к 
a l a k b a n keressük a megoldást a 
9Uft 
= T* (31) 
9n ; 
d inamika i , és 
Z 4 u k * Ç = u * (32) 
k inemat ika i peremfel té te lekkel . 
A 4 és ck e g y ü t t h a t ó k megha tá rozása a (31, 32) egyenle tekből az Su és ST 
felületeken é r t e lmeze t t skalárszorzatok segítségével tö r t énhe t ik . 
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A vizsgált t e s t tetszőleges geometr ia i a l a k j a ese tében ez a módszer két 
szempontbó l is nehézkessé vál ik . Az egyik ok, hogy reális p rob lémáná l n oo 
fe l té te l t kellene a lka lmazni . (Ez számítógépes g y a k o r l a t b a n n ~ 10 3 — 104 
nagyságrendde l azonos.) A másik nehezen e lkerü lhe tő probléma, hogy a (26) 
megoldás nem or togonál is az Sa és ST fe lületek fe le t t . í g y a megoldásfüggvé-
nyek G r a m m á t r i x a te l jes m á t r i x lesz. 
6.2 Végeselemmódszer. Ez t a ké t p rob l émá t egyidejűleg t u d j a megoldani a 
végeselemmódszer : A r é s z t a r t o m á n y o k o n fe lve t t báz is függvények csopor t j a i 
or togonál isak egymás ra , így a G r a m m á t r i x diagonális h ipe rmát r ix . A felosztás 
f inomí tásáva l , i l le tve a báz i s függvények s z á m á n a k a növelésével (egy rész tar to-
m á n y fele t t ) a szükséges pontosság elérhető. 
A m e n n y i b e n a r é s z t a r t o m á n y r a osztás t úgy végezzük el, hogy az egyes 
r é sz t a r t ományok tég la tes t a l akúak , úgy a t a n u l m á n y b a n nyer t megoldásoka t 
v á l a s z t h a t j u k báz i s függvényeknek fc = 2 , 3 , esetleg к = 5, 6-ig bezáró lag . 
A báz i s függvények ismeret len e g y ü t t h a t ó i t var iációs elv segítségével ha tá -
rozzuk meg. K i indu l á skén t t e k i n t h e t j ü k a Hu-Washizu- fé le funkc ioná l t . Mivel 
a f unkc ioná lban a t é r foga t i i n t eg rá loka t a t a n u l m á n y b a n nyer t megoldások ki-
elégítik, így elégséges a felületi i n t eg rá loka t meghagyn i . Természe tesen nem 
csak a külső, h a n e m a belső, az egyes r é s z t a r t o m á n y o k felületei t is m a g á b a fog-
laló felület i i n t eg rá loka t . E z u t á n a funkc ioná l első var iác ió ja segítségével az 
e lemeken fe lve t t báz i s függvények e g y ü t t h a t ó i m á r m e g h a t á r o z h a t ó k [6]. 
összefoglalás 
Je len t a n u l m á n y b a n m e g m u t a t t u k , hogy a L a m é egyenletek megold-
h a t ó k re-ed f o k ú po l inomokkal . B e b i z o n y í t o t t u k , hogy tetszőleges re fokszám 
ese tében 3 x ( 2 re -)- 1) szabad pa ramé te r r e l j e l lemezhető az n-ed fokú pol inom-
ból n y e r t megoldás . 
M e g m u t a t t u k a szabad p a r a m é t e r e k k ivá l a sz t á sának egy lehetséges ese-
t é t , va lamely te tszőleges e g y ü t t h a t ó szabad p a r am é te r ek k e l való ki fe jezésének 
és az e g y ü t t h a t ó k r a vona tkozó l ineáris egyenle t rendszer felépítésének m ó d j á t . 
Beb izony í to t tuk a megoldás egyér te lműségét . 
N é h á n y re-re f e l t ü n t e t t ü k az e g y ü t t h a t ó k közö t t i összefüggést is. 
A t a n u l m á n y b a n nyer t megoldással , i l letve a n n a k ortogonalizál t vá l toza-
t á v a l elvileg te tszőleges pe remér ték fe lada t mego ldha tó . 
M e g m u t a t t u k , hogy sorfe j tés a lka lmazása tetszőleges geometr ia és perem-
ér tékek mellet t igen nehézkes. E l lenben a végeselem-módszer rendelkezik 
azokka l a t u l a jdonságokka l , amelyek a fen t i nehézségeket kiküszöböli . R á m u -
t a t t u n k arra , hogy á t a n u l m á n y b a n n y e r t megoldások tég la tes t a lakú rész ta r to -
m á n y o k esetén báz i s függvényekkén t a lka lmazha tók . E k k o r a báz i s függvények 
ismere t len e g y ü t t h a t ó i t variációs elv segítségével h a t á r o z z u k meg. 
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FÜGGELÉK 
1 2 3 4 5 6 7 
A K j és Lt mátrixok struktúrája (n = 7 esetén) 
Tetszőleges n esetében a K, mátrix (n — 2) blokkoszlopot tartalmaz, a diagonális blokkjai 
rendre az 1, 2, . . . (n — 5) rendű egységmátrixok. Az L, mátrix két blokkoszlopból áll. Szerke-
zete szerves folytatása a Kj mátrix szerkezetének. Mindkét mátrix (n — 2) blokksort tartalmaz. 
Solution to Lamé's Equations with the Aid of Series Development According to a General 
Polynomial of n- Degree. — It is pointed out that Lamé's equations could be solved with the aid 
of series development according to a general polynomial of n degree. It has been proved that 
for any value of n, the solution yielded by the n-degree polynomial might be characterized 
by the free parameter 3 X (2n -)- 1). A possible case of the selection of the free parameters 
and the way of expression of any coefficient by free parameters, as well as the way of the 
establishment of a system of linear equations have been shown. The uniqueness of the solution 
has been proved. Two methods for the solution to the boundary condition problem related 
to Lamé's equations have been presented. As a result of a comparison between the two methods, 
it has been found preferable to apply the solution obtained by the author in the finite element 
method. 
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Lösung der Laméschen Gleichungen mit Hilfe eines absoluten Polynoms n-ten Grades. 
— Es wird nachgewiesen daß die Laméschen Gleichungen durch eine Reihenentwicklung nach 
einem generellen Polynom n-ten Grades gelöst werden können, und für irgendwelchen Wert 
von n die von einem Polynom n-ten Grades erhaltene Lösung durch den freien Parameter 
3 x ( 2 n + 1) charakterisiert werden kann. Ein möglicher Fall für die Auswahl und die Methode 
der Ausdrückung irgendwelcher Koeffizienten durch freie Parameter, sowie der Aufbau des 
auf die Koeff izienten bezüglichen linearen Gleichungssystems werden demonstiert. Die Ein-
deutigkeit der Lösung wird bewiesen. Zwei Lösungsmethoden der Randbedingungsaufgaben 
sind in Zusammenhang mit den Laméschen Gleichungen vorgegührt. Aufgrund der Gegenüber-
stellung derselben kann es festgesetzt werden daß die Benutzung der in der Abhandlung vor-
geschlagten Lösung in der F. E. Methode zweckmässiger ist. 
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RÚDSZERKEZETEK 
KÉPLÉKENYSÉGTANI PROBLÉMÁINAK 
MÁTRIXALGEBRAI ESZKÖZÖKKEL TÖRTÉNŐ 
TÁRGYALÁSA 
N É D L I PÉTER* 
[Beérkezett: 1981. március 3-án] 
Lineárisan rugalmas, tökéletesen képlékeny anyagú, csomópontjain terhelt rúd-
szerkezetek esetében az elsőrendű elmélet és a linearizált képlékenységi fe l tétel alkalma-
zásával a képlékenységtani problémák lineáris programozási, illetve lineáris komple-
menter feladatra vezetnek. Jelen tanulmány bemutatja a problémák megfogalmazását, 
megoldását és a módszer alkalmazását számítógépes mintapéldával illusztrálva. 
1. Bevezetés 
Rúdszerkeze tek kép lékenység tan i problémái, hasonlóan a ruga lmasság-
i a m fe lada tokhoz , megfoga lmazha tók és megoldha tók mát r ixa lgebra i eszközök-
kel. 
Ez a megközelí tés lehetővé tesz i az idevona tkozó ma tema t ika i a p p a r á t u s 
h a t é k o n y a lka lmazásá t m i n d elméleti , mind gyakor l a t i vona tkozásban és a fel-
ada tok számítógéppel t ö r t é n ő megoldásá t . A képlékenységtan i f e l a d a t o k memó-
ria és gépidő igénye a z o n b a n á l t a l á b a n jóval n a g y o b b , mint a r u g a l m a s meg-
oldásé. 
A je len do lgoza tban l ineárisan rugalmas , t öké le t e sen kép lékeny anyagú, 
c somópon t j a in te rhe l t rúdszerkeze tek 
— képlékeny ha t á r á l l apo t v izsgá la tá t 
— a képlékeny h a t á r á l l a p o t o n alapuló op t imá l i s tervezését 
— beállási ha t á r á l l apo t -v i z sgá l a t á t és 
— rugalmas kép lékeny á l lapotvál tozás v i z sgá l a t á t 
m u t a t j u k be az e l sőrendű elmélet ke re te in belül, l inear izál t képlékenységi fel-
té te l és a képlékenységi feltételhez a plaszt ikus potenciá le lméle t te l kapcsolódó 
folyási t ö rvény ese tére . 
E z e k a p r o b l é m á k ma tema t ika i l ag lineáris programozási , i l l e tve lineáris 
komplemen te r f e l a d a t r a vezetnek. 
* Dr. Nédli Péter, 1118 Budapest X I . , Homorúd utca 20. 
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2. A képlékenység! feltétel és a folyási törvény 
rúdszerkezetek esetében 
A képlékenységtani összefüggések és foga lmak lényegüket tekin tve ter-
mészetesen rúdszerkezetek ese tében sem különböznek a képlékenységtan álta-
lánosan ismert összefüggéseitől, d e formailag, a mátr ixalgebrai tá rgyalásmód 
sa já tosságainak megfelelőek. 
Ennek megfelelően a szerkezet képlékenységi feltétele : 
<p = N* s — к < 0 
a lakú , ahol 
N* : a folyási m á t r i x 
<p: a p lasz t ikus potenciál 
s: a belső erők vektora 
к : a szerkezet teherbírás-jellemzőit t a r t a l m a z ó vektor. 
Ez az összefüggés úgy jön l é t r e , hogy a képlékenységi fe l t é te l t 
— csak a szerkezet egyes p o n t j a i b a n (a r u d a k kezdő és végpon t j a iban) 
vizsgál juk, 
— egy p o n t b a n a sima folyási felületet k o n v e x poliéderrel he lye t tes í t jük . 
A szerkezet folyási törvénye hasonlóan m á t r i x összefüggésekkel írható le. 
Jelölje J azon indexek h a l m a z á t melyekre 
<pj = 0 (J • Ü I 9] = 0 } ) . 
E k k o r a folyási t ö r v é n y 
p = N A A ^ o , 
[ j ] [Я [Л 
9 > < 0 , Á * ¥ > = 0 
[Л [Я [Я 
a lakú , ahol 
N : a folyási má t r i x (a képlékenységi má t r i x t ranszponált j a ) 
p : a képlékeny alakváltozás-sebességek v e k t o r a 
A : a képlékeny szorzók v e k t o r a 
p : a képlékeny potenciálsebességek vek to ra 
J : azon indexek halmaza, aho l folyás van , m e r t a folyási t ö r v é n y csak 
ezen he lyekre vonatkozik. 
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3. Képlékeny határállapot vizsgálat 
Képlékeny ha tá rá l l apo ton azt az á l lapoto t é r t jük , amelyben még te l jesül-
nek az egyensúlyi egyenletek és a képlékenységi feltételek, de egyben létezik egy 
ún . folyási mechanizmus is. Egyparaméte res terhelés esetében ez a köve tkező 
összefüggésekkel í rható le: 
G* s -)- mq0 = 0 — egyensúlyi egyenlet 
N* s < к — képlékenységi feltétel 
G û -f N A = 0, A 0 — kompat ibi l i tás i egyenlet 
q* ű = 1 — а lehetséges a f f in mechanizmusok közül ki 
kell jelölni egyet . 
A még nem szerepelt ú j jelölések a köve tkezők: 
G*: az egyensúlyi m á t r i x 
m: a t ehe rpa ramé te r 
q 0 : az a lapteher 
G: a geometriai má t r i x (az egyensúlyi má t r ix t r anszponá l t j a ) 
ű : az elmozdulássebességek 
A fent i összefüggésrendszer ekvivalens a köve tkező duális l ineáris programozási 
fe lada tpár ra l 
0, 
[ 0 * 1 ] I = max! [О* к * ] = m i n ! 
mely megfelel a s ta t ikai , ill. a k inematikai t é te lnek . 
Erőmódszer a lkalmazásával a k inemat ika i tételen alapuló összefüggések-
ből a nem előjelkorlátos ù ismeret len kiküszöbölhető, és így a fe lada t a klasszi-
kus 
Ах = Ь, X 0. с* X = min ! 
a lakú lineáris programozási problémára egyszerűsödik, melyre már közvetlen 
a lkalmazható a szimplex a lgor i tmus: 
N - G s G*» Nft • A = 0 
—ío Gft1 j i 
, к* A = min ! 
I t t [ő:] 
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a szerkezet geometriai m á t r i x á n a k egy s ta t ika i l ag ha tá rozo t t törzs tar tó szer int i 
par t ic ionálását jelenti és az N mátr ixot e n n e k megfelelően kell part icionálni . 
4. A képlékeny határállapoton alapuló optimális tervezés 
A minimál is súlyú szerkezet megha tá rozásá t célul k i t űző optimális t e rve -
zési fe ladathoz a képlékeny ha tárá l lapot vizsgálat s ta t ika i tételéből k i indu lva 
j u t h a t u n k : 
G* s = — 4 
N* s — k < 0 
1* к = m i n ! 
ahol a cé l függvény azt fe jez i ki, hogy a szerkezet súlyát a teherbírás t je l lemző 
adatok l ineár is függvényének tek in t jük . A fe lada t ismeret lenjei t а к és s vek to -
rok je lent ik. Mivel a szerkezetben á l t a l ában azonos elemek is vannak к = 
alakban í r h a t ó , és a fe ladat kevesebb s z á m ú ismeretlent t a r t a lmazva a köve t -
kező lesz: 
G* s = —иíj, 
N* s — M * x < 0 , 
V* X = min! 
A kapot t l ineáris programozási fe ladat megoldása a képlékeny ha tá rá l l apo t -
vizsgálathoz hasonlóan végezhető. 
5. Beállási határállapot-vizsgálat 
Beál lás i ha tá rá l lapoton azt az á l l apo to t é r t jük , amelyben a maximál i s 
rugalmas igénybevételek és a szerkezetben a képlékeny alakvál tozások h a t á s á r a 
létrejövő ú n . sa já t - igénybevétel eloszlás együt tese még kielégíti a képlékenységi 
fe l té teleket , és egyidejűleg kialakul egy, a halmozódó képlékeny a lakvál tozá-
soknak megfelelő folyási mechanizmus is, amely természetesen nem azonos a 
képlékeny ha t á r á l l apo tban értelmezett folyási mechanizmussal . 
A prob léma matemat ika i lag sz intén lineáris programozási f e lada t ra vezet , 
mely a köve tkező 
G*s = 0 Gu + NA = 0 
N*s + m r0 < к rJA = l, A > 0 
m = m a x ! к* A = m i n ! 
I t t r0 a terhelési fo lyamat során a r u g a l m a s alapon számol t maximális igénybe-
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véte leke t j e l en t i az a lapteher f igyelembevéte lével : 
r 0 = m a x (N* se0) . 
A fe lada t gyakor la t i megoldása analóg a képlékeny ha t á r á l l apo t vizsgála-
t é v a l . 
6. Rugalmas-képlékeny ál lapotváltozás-vizsgálat 
• G* - " ù 
' ч 
G F N[yj 8 t = 0 
• N&] • J - hi\ - -Vlj]-
A ruga lmas-képlékeny á l l apo tvá l tozás v izsgála t ta l va lamely i smer t álla-
p o t b a n ado t t tehersebességek h a t á s á r a kele tkező ál lapot jel lemző sebességeket 
t u d j u k megha tá rozn i . Az erre vona tkozó összefüggések a köve tkezők : 
J--{j\<Pi= 0} 
<Ph\ <s 0 , A w > 0 
Vu\ hj\ = 
A fent i összefüggésrendszer egy ún . l ineáris komplemen te r p r o b l é m á t 
a l k o t . A nem előjelkorlátos vá l tozók má t r ixműve le t ekke l k iküszöbölhe tők és a 
r endsze r : 
Ax y = b , x > 0 , y > 0 , X* y = 0 
a l a k r a hozha tó . E z a fe ladat pedig a szimplex a lgor i tmussal mego ldha tó . 
A k a p o t t á l lapot je l lemző sebességek add ig érvényesek míg a tehersebesség 
n e m vál tozik, ill. míg ú j a b b fo lyás nem tö r t én ik . Ekkor a v izsgála to t meg kell 
i sméte ln i . 
7. Számítógépes tapasz ta la tok 
Mind a n é g y probléma megoldására p rog ramot kész í t e t t ünk az MTA CDC 
3300 számí tógépére síkbeli kere tszerkeze tek esetére. 
Példaként egy háromhajós földszintes keret optimális tervezését, képlékeny határálla-
pot és beállás vizsgálatát mutatjuk he. A szerkezetet 33 csomópontra bontottuk. A számítás 
mindegyik esetben kb. 7 percet igényelt. 
p = A,39 kN/m 
2 
g = 4,8 kN/m 
• p = 16,00 kN/m 
1. ábra 
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A szerkezetet először az optimális tervezési programmal megterveztük, majd szelvény-
táblázat alapján szelvényeket választottunk és az így kapott szerkezeten képlékeny határ-
állapot- és beállásvizsgálatot hajtottunk végre. 
A terhelés képlékeny határállapot esetében g -f- m(pj + p2), beállás vizsgálatnál pedig 
g -)- m(p1 és рг tetszőleges kombinációja) volt . Az eltérő keresztmetszetű elemek törőnyomaté-
kait az alábbi táblázatba foglaltuk össze: 
Elem 
M tervezet t 
k N m 
M a lka lmazot t 
k N m 
1 574,7 581,8 
2 956,6 966,9 
3 287,4 321,3 
4 478,3 581,8 
Az egyes határállapothoz tartozó paraméterek pedig a következők voltak: m t-terve-
zett = 1,0; mt -tényleges = 1,20; m -beállási = 1,16; m -rugalmas = 0,8. 
Matrix Methods for the Plastic Analysis of Frames. — In case of linearly elastic perfectly 
plastic frames loaded a t their nodes, by applying the first order theory and linearized plas-
t ic i ty condition, the plasticity problems lead to linear programming, or to a linear comple-
mentary problem. The present paper deals with the formulation and solution of the problems, 
and demonstrates the application through a computerized example. 
Behandlung von Plastizitätsproblemen der Stabwerke mit Hilfe von matrixalgebrischen 
Mitteln. — Im Fall v o n auf den Knotenpunkten belasteten, linearelastischen Stabwerken von 
vo lkommen plastischem Material, führen die Elastizitätsprobleme durch die Anwendung der 
Theorie erster Ordnung und der linearisierten Plastizitätsbedingung zur linearen Programm-
fertigungs-, bzw. Komplementäraufgabe. Die vorhandene Studie stellt die Formulierung und 
Lösung der Probleme und die Anwendung der Methode mit Hilfe eines Zahlenbeispiels dar. 
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FELTÉTELES KAPCSOLATOKKAL RENDELKEZŐ 
SZERKEZETEK ÁLLAPOTVÁLTOZÁS-VIZSGÁLATA 
K U R U T Z N É D R . KOVÁCS MÁRTA* 
[Beérkezett: 1981. március 3-án] 
Az általánosított feltételes kapcsolatokkal rendelkező szerkezetek állapotválto-
zás-vizsgálata gépidőigényes feladat. Jelen dolgozat bemutat ja az állapotváltozás vizs-
gálatának egy gépidő-megtakarításos módszerét, amely minden lépésben az eredeti 
merevségi mátrixot használja fel. Megmutatja, hogy a feladat egy kvadratikus progra-
mozási feladatnak megfelelő lineáris komplementer problémára vezet, és hogy a be-
mutatot t , a kinematikai terhek segítségével történő megoldási módszer a szimplex 
algoritmus egy kézenfekvő változata. A módszer alkalmazását bőséges számpélda-
anyag illusztrálja. 
A teherviselő szerkezetek számí tásakor a kép lékeny t u l a jdonságok figye-
lembevé te le mellett az e lőregyár tás t é rhód í tása k ö v e t k e z t é b e n a helyszíni kap-
csolat i helyeken fel lépő, b i zony ta l an jellegű e lmozdulások számí tásbavéte le is 
i ndoko l t . Mindkét je lenség befo lyásol ja a szerkezet e r ő j á t é k á t : a szerkezet me-
revségének a megvál tozásáva l j á r , és f igyelembevéte le nagyobb szerkezetek 
ese tében igen gépidőigényes f e l ada t . Tek in tve a ké t je lenség közöt t fennál ló fizi-
ka i és ma t ema t ika i dua l i t á s t , cé lszerűnek t ű n t e n n e k fe lhaszná lásáva l olyan 
m ó d s z e r t kidolgozni, amelynek a l a p j á n jelentős gép idő -meg taka r í t á s mellett a 
f en t i k é t jelenséget magábanfog la ló ú n . á l t a lános í to t t fel tételes kapcso la tokka l 
r ende lkező szerkezetek á l l apo tvá l tozása egészen a törőterhelés ig n y o m o n követ-
he tő . A módszert e lsősorban rúdszerkeze tekre a l k a l m a z t u k , de a [2] alapössze-
függése i re t á m a s z k o d v a , az m i n d e n f a j t a , véges elem módszerrel számí tha tó 
szerkezet re á l t a lános í tha tó . Az e l j á r á s egyparaméte res terhelést feltételez, de 
t ö b b p a r a m é t e r e s te rhelés i f o l y a m a t r a is a lka lmazha tó , szakaszonként i egypara-
m é t e r e s lépcsőkben. • _ -j 
1. Az ál ta lánosí tot t feltételes kapcsola t 
Az á l ta lános í to t t feltételes kapcso la tok f iz ika i és m a t e m a t i k a i viselkedé-
sét az [1] dolgozatban leírt összefüggésekre t á m a s z k o d v a röviden az alábbiak-
b a n fogla l juk össze. 
Feltételes kapcsolatnak nevezzük valamely szerkezet azon elemeit , ame-
l y e k b e n a fellépő igénybevéte lek v a g y elmozdulások, il letve ezek kombinációi 
előre megha tá rozo t t fe l té te l től f ü g g ő ér téket é r h e t n e k el. A fe l té te l jellegéből 
a d ó d ó a n beszélhetünk szilárdsági, geometriai , i l le tve á l t a lános í to t t feltételes 
kapcso la t ró l . 
* Kurutzné dr Kovács Mária, 1118 Serleg u. 8. 
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Az 1. á b r á n egy szilárdsági és geometriai fe l té te lek kombinác ió jakén t elő-
ál ló , egyszabadságfokú á l t a l ános í t o t t feltételes kapcso la to t ábrázo l tunk , az 
a l á b b i fe l té te lekkel : 
ha — M0 <, M <, M0, akkor (p = 0 , és 
ha \M\ = M0, akkor — cp0 <p rp0 , t o v á b b á 
ha J (p J = <p0, akkor M0 <,\M\ <. M0 + My , és 




össze te t t igénybevétel i , i l le tve elmozdulási á l lapot esetén a szilárdsági és 
geomet r ia i fe l té te lek az 
F (в) ^ 0 és / ( t) <; 0 
a l a k b a n í rhatók fel , ahol s(s15 s2 , . . . , sn) a kapcsola t i helyen fe l lépő általánosí-
t o t t erők és t(tj , í2 . . . tn) az u g y a n o t t fellépő á l t a l ános í to t t r e l a t ív elmozdulások 
v e k t o r a . 
/ F " ( s ) = 0 
2. ábra. 
A 2. ábrán e fe l té te leket á b r á z o l v a SZ S2» S'2 • • • illetve a t j , (2 . . . tn koor-
d iná t a r e nds z e rben egy-egy zár t , k o n v e x hiperfe lüle te t n y e r ü n k . A terhelési 
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fo lyama t során az egyes kapcsola t i he lyek ak t iv izá lódása p i l lana tában a k a p -
csolat jel legének megfelelő s , illetve t v e k t o r végpont ja a megfelelő h iper fe lü -
letre esik, és a neki megfele lő dt, illetve ds n ö v e k m é n y v e k t o r o k a h iper fe lü le t 
külső normál i sának i r á n y á b a esnek. 
A t o v á b b i a k b a n szakaszonként l ineár is , vagyis k o n v e x poliéderrel á b r á -
zolható, l inearizál t fe l t é te lekke l fogla lkozunk. 
A t o v á b b i a k b a n a [2]-benle í r t a lapösszefüggésekhez és jelölésrendszerhez 
igazodva rúdszerkeze tekke l foglalkozunk. Az a lgor i tmus kidolgozása s o r á n az 
[5]-ben i smer t e t e t t kép lékenység tan i a lape lvekre t á m a s z k o d u n k . 
A számí tás model l je o lyan szerkezet, amelyen a b i z o n y t a l a n jellegű moz-
gásokat , i l letve folyást okozó igénybevéte leket a fe l té te les kapcsolatok he lyé re 
koncen t r á l t uk , a szerkezet t öbb i részén ped ig fo ly tonos a lakvá l tozásoka t és 
ruga lmas viselkedést t é t e l e z t ü n k fel. A kapcsola tok k ö z ö t t e lő fo rdu lha tnak 
t i sz tán szilárdsági vagy t i s z t á n geometriai t ípusú kapcso l a tok is az á l ta lános í -
t o t t fel tételes kapcso la tok mel le t t . Legyen a szerkezetnek r db á l t a l ános í to t t 
kapcso la ta , ekkor a f e l t é t e l e k : 
ha F f sm ) = 0, a k k o r d t m 1 a fent i fe l té te lek sor rend-
I jé tő l f ü g g ő e n , azon b e l ü l 
ha f f t m ) = 0, a k k o r ds m J tetszőleges lehet 
ahol m a kapcsola t s zabadság foka . Ha a f e n t i ké t fe l té te lben szereplő s zabadság -
fokok különbözőek, a k k o r a f ennmaradó szabadságfokra vonatkozóan k ü l ö n 
szilárdsági v a g y geometr ia i fel tétel í r ha tó elő. 
Tek in te tbevéve [2] a l a p j á n a rúdszerkeze t a lapegyenle té t 
G* u 
+ q • 
G F s t 
amely m e g a d j a az összefüggést a szerkezet a d o t t q erő- és t k inemat ikai t e r h e i , 
va l amin t a keletkező u e lmozdulásai és s belső erői k ö z ö t t , a fenti fe l té te lek az 
a lábbi a lakot ö l thet ik . 
Legyen az i-edik kapcso l a t i helyre v o n a t k o z ó szi lárdsági feltétel az a l á b b i 
l inearizált képlékenységi f e l t é t e l [6]: 
2. Az á l ta lános í to t t feltételes kapcsolatú szerkezet 
F,(ej ^ 0 és / , ( t m ) ^ 0, vagy i s 
ha F,(sm ) < 0, a k k o r d t m = 0 és 
ha fi(tm) <C 0, a k k o r ds m = 0 a z o n b a n i = 1 , 2 , . . . r , 
F,(sj) = N , s j - k , . < 0 , 
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ahol s{ az i - ed ik kapcsolati he lyhez t a r tozó at belső erők k ö z ü l a kor lá tozás a lá 
t a r t o z ó k a t je löl i . N,- má t r ix rögz í t i az u t ó b b i a k kombinác ió i t azáltal, h o g y a 
konvex pol iéder egyes h ipers ík ja ihoz t a r t o z ó normális egységvek to roka t t a r t a l -
mazza . A k, v e k t o r a h ipe r s íkoknak az or igótó l való t á v o l s á g á t ad ja meg. P é l -
dául , ha Nf = E , vagyis az i d e n t i t á s m á t r i x a , akkor a h ipe r s íkok normál i sa i 
éppen a koord iná t a t enge lyek , így a fel tétel c s u p á n a ke le tkező igénybevéte lek-
n e k a törő igénybevéte lekkel v a l ó numer ikus összehasonl í tását í r ja elő. 
Legyen az i-edik kapcso l a t i helyre v o n a t k o z ó geometr ia i feltétel a r e l a t í v 
e lmozdulásokra vonatkozó l inear izá l t a lak 
/ ;( t{) = M ú - i , . < ; o , 
ahol t i az i - ed ik kapcsolat i h e l y e n fellépő t,- r e l a t í v e lmozdulások közül a ko r l á -
tozás alá t a r t o z ó k a t jelöli. М,- í r j a elő ezek kombináció i t az a d o t t 1,- kons tansok-
hoz v i szony í tva . 
3. A szerkeze t ál lapotvál tozás-vizsgálata k inemat ikai t e r h e k segítségével 
A szerkezet á l lapotvá l tozás-v izsgá la tá t a terhelési f o l y a m a t végigkövetése 
ú t j á n végezzük . Az egyes lépésekhez t a r t o z ó t e h e r n ö v e k m é n y nagyságának a 
fen t i fe l té te lek szabnak h a t á r t , vagyis, aho l 
< 0, ot t Fi{s\ + dsj) < 0, 
i l letve ahol 
m ) < о, о « №+dtj) <: o. 
E fe l té te lekből ha t á rozha tó m e g az a t ehe rnövekmény , a m e l y n e k ha t á sá r a egy 
ú j a b b kapcso la t i hely ak t iv izá lód ik . Egy-egy i lyen lépés s o r á n a szerkezet k a p -
csolatai á t r endeződnek , ami a merevségi m á t r i x megvá l tozásá t von ja m a g a 
u t á n . I smer t t é n y , hogy amíg szilárdsági t í p u s ú kapcsola tok ak t iv izá lódásakor 
a szerkezet merevsége csökken , addig geomet r i a i t ípusú k a p c s o l a t akt iv izá ló-
dása során növekszik . Á l t a l ános í to t t fe l té te les kapcsolat e se t ében a merevség 
növekedése és csökkenése v á l t a k o z v a f o r d u l h a t elő. T e k i n t v e továbbá , h o g y a 
fel tételes kapcso la tok ak t iv izá lódása m e g f o r d í t h a t ó f o l y a m a t , a merevségi m á t -
r ix megvá l tozásá t a k o r á b b a n ak t ív fe l té te les kapcsolatok ú jbó l i i nak t i v i t á s a 
( tehermentes í tés ) is o k o z h a t j a . 
A merevségi mátr ix lépésenként i v á l t o z t a t á s a és i s m é t e l t fe lbontása igen 
gépidőigényes fe lada t , ezért o l y a n módszer t dolgoztunk ki , a m e l y a l épésenként 
vá l tozó merevségű szerkezet v izsgála tá t m i n d e n lépésben az eredeti szerkezet 
merevségi m á t r i x á n végzi. A kapcsola tok ak t iv izá lódásá t k i n e m a t i k a i t e r h e k k e l 
h e l y e t t e s í t j ü k , így az egyes vizsgála t i l épcsőkben csupán a s z a b a d v e k t o r o k k a l 
végzünk műve le t eke t . A l épésenkén t szükséges k inemat ika i t e r h e k m e g h a t á r o -
zása ugyan m i n d i g egy-egy l ineár is egyenletrendszer mego ldásá t igényli, e n n e k 
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lépésenként vál tozó mére t e azonban nagyságrendde l k i s e b b a merevségi m á t r i x 
méreténél . 
A módszer i smer te tésekor — egyszerűség k e d v é é r t — t ek in t sünk egy 
olyan szerkezete t , a m e l y n e k feltételes kapcso la ta i szilárdsági jellegűek. A ter-
helési f o l y a m a t egy közbenső lépésében a szerkezet s be l ső erőinek egy a k része 
a már kép lékeny , míg a f e n n m a r a d ó sr része viszont a m é g rugalmas á l l apo tú 
(és az eredeti leg feltétel alá n e m is kerülő) elemekhez t a r t o z i k . Ha az e rede t i t 
k inemat ika i terhelés zérus vo l t , akkor a még ruga lmas ál lapotú e lemekhez 
t r = 0 k inema t ika i teher t a r t o z i k , míg a képlékeny e lemek á l lapotának fenn-






Sr + 0 
S к h 
= 0 
Növe l jük mos t a q terhelést d q mértékkel , a m e l y az s erők ds növekedését idézi 
elő. Tételezzük fel — és ez a feltételezés egyparaméte res t e h e r esetén a l eg több-
ször meg is t e h e t ő -— hogy az в
к
 erőkben m á r n e m következ ik b e változás, vagy i s 
az F(ak) = 0 fe l té te l a dq tehernövelés so rán vá l toza t lan . T e g y ü k fel, h o g y a 
ds r e rőnövekmény mellett az i -ed ik kapcsola t i helyen t e l j e sü l az 
F( srf + ds r í) = 0 
egyenlőség, de ezen egyenlőség f e n n m a r a d á s á t a teher ú j a b b Aq növelése eseté-
b e n m á r va lame ly Atki k i n e m a t i k a i t ehernek kell b iz tos í tania . E f o l y a m a t n a k 
az alábbi par t íc ió felel meg: 

















4 dq zlq 
0 0 0 
+ + + 
0 0 Ahl 
h dtk Alk 
= 0 
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Tekin tsük a ha rmad ik és negyedik mátr ixegyenle te t az i -edik elem aktivizáló-
dásának p i l l ana tában : 
G,(u + du) + F,.(sn. + ds„) = 0 
G,(u + du) + F , e , + (tk + dt,) = О 
és további Aq tehernövelés me l l e t t : 
G,-(u + du + Au) + F,(er/ + dsr;) + Atki = 0, 
G,(u + du + Au) + F , e , + (t , + dt, + zlt,) = 0, 
amelyből az következik, hogy 
Atk, = — GtAu, 
Atk = —GkAu, 
vagyis a Atk és Atki ér tékek a zJu-ból az eredet i merevségi m á t r i x a lapján állí t-
ha tók elő. A ds,.,- igénybevétel-növekmény a folyási feltétel a l ap ján ha t á rozha tó 
meg, ezáltal a lépéshez t a r t o z ó t ehe rpa raméte r ismertté vá l ik . A d t , k inemat ika i 
teher t , -ból a t ehe rparaméte r f igyelembevételével számí tha tó . 
A számí tás további lépései hasonlóképpen tö r t énnek . Az egyes lépések 
során szükséges azonban a m á r akt ív kapcsola t i helyeken fellépő relat ív elmoz-
dulások ellenőrzése, mivel az esetleges előjelváltás a kapcso la t tehermentesülé-
sére uta l , és ekkor újból i nak t í vnak t ek in tendő . 
Az e l járás jobb megvi lágí tása é rdekében a fo lyamato t grafikus ábrázolás-
ban is megpróbál tuk érzékel te tni . 
A 3 , á b r á n a külső és belső erők, i l letve elmozdulások között i összefüggé-
seket leíró lineáris t ranszformációkat ábrázo l tuk úgy, h o g y az egyes koordiná-
ta tenge lyeken a megfelelő vek torok no rmá i t t ün t e t t ük fel . 
A terhelési fo lyamat első lépcsőjeként el jutunk ahhoz a g, teherér tékhez , 
amelynek dg, mértékű növelése mellett m á r egy (esetleg egyszerre több) szilárd-
sági kapcsola t aktív á l l apo tba kerül ( + , , A2 pontok) . A g, -f- dg, teherhez 
u , -f- d u , elmozdulások és s , -f- ds , belső erők t a r toznak . Azonban az ak t ívvá 
vált kapcsola tok helyén bizonyos s „ belső erők a t o v á b b i teherviselésben a 
r á juk vona tkozó feltétel szer int vesznek részt , ez viszont a fennmaradó d s , — s „ 
erők átrendeződését v o n j a maga u tán . Az s , , erőkre előírt feltételt í , , k inemat i -
kai t e h e r k é n t vesszük f igyelembe, amely viszont Auk e lmozdulást okoz, amely-
lyel megnövelve u , + d u , - e t , megkap juk a g, + dg,-hez ta r tozó elmozdulást a 
megvá l tozo t t merevségű szerkezeten ( B , pont). Az ú j merevségi m á t r i x n a k 
megfelelő t ranszformációt az egyenes mu ta t j a . A Auk elmozdulásváltozás 
a ds , -ben bekövetkezet t á t rendeződést fejezte ki (B2 pon t ) , ez viszont kijelöli 
az A2B2 egyenesnek megfelelő t ranszformációvál tozást . 
A t eher további növelése során q2 értéknél ú j a b b kapcsolat akt ivizálódik, 
és a dg2 tehernöveléshez t a r tozó ds2 belső erők egy s,2 része feltétel alá kerül. 
Az s,2-re előírt, va lamint az előző lépésben akt ivizálódot t kapcsolatoknál még 
fennál ló feltételeket egy í , 2 k inemat ika i teher biztosít j a , amely AU2 elmozdulás-
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n ö v e k m é n y t eredményez (D15 D2 pon tok ) . Í g y a t r ansz fo rmác iók vá l tozásá t a 
CJDJ, CJD2 egyenesek a d j á k meg. 
Az e l j á rás hasonló lépésekkel m i n d a d d i g fo ly t a tód ik , amíg a szerkezet 
v a g y annek egy része labil issá nem vál ik . E z úgy je len tkez ik , hogy a soronkövet -
kező dg,- t e h e r n ö v e k m é n y h e z t a r tozó ski belső erők zé rus t a d n a k , azaz ski = 0, 
t o v á b b á Zlg,-hez Zlu,- = oo t a r t oz ik . Ez a z t jelent i , hogy t o v á b b i kapcsola t m á r 
nem akt iv izá lódik : a szerkezet t ovább i t e h e r és belső e r ő k felvételére kép te l en , 
és te tszőleges nagy e lmozdulásoka t végez. 
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Az á b r á n jó l lá tható , h o g y a terhelési f o lyama t során a szerkezet merev-
sége egyre c sökken , de a v á l t o z ó merevségű szerkezet v i z sgá l a t a mégis m i n d e n 
lépésben az e r ede t i merevségi m á t r i x a lap ján tö r tén ik . Az egyes lépésekhez t a r -
t ozó k inema t ika i teher m e g h a t á r o z á s á t célzó lineáris egyenle t rendszer m é r e t e 
pedig csupán a m á r akt ív k a p c s o l a t o k s z á m á v a l egyezik, az pedig lényegesen 
kisebb, mint a te l jes szerkezet merevségi m á t r i x á n a k r e n d s z á m a . 
Hason lóképpen v é g e z h e t ő el a geometriai jellegű kapcso la tokka l rendel -
kező szerkezet vizsgálata is. E k k o r a számí tás a lap jakén t a szerkezetnek a z t a 
merevségi m á t r i x á t t e k i n t j ü k , ame ly az össszes geometriai kapcso la t ak t ív ál la-
potához t a r t o z n é k (teljes z á r ó d á s ) , a valódi kezde t i á l lapotot pedig , amikor m é g 
minden kapcso l a t inakt ív, k i n e m a t i k a i t e r h e k k e l b i z to s í t j uk . Tekin tsük a t e r -
helési fo lyama t egy olyan k ö z b e n s ő lépését, amikor az i n a k t í v geometriai k a p -
csolatokhoz s g = 0 belső e rők t a r t o z n a k , és a kapcsola tok i nak t i v i t á s á t tg k ine-
m a t i k a i t e r h e k biz tosí t ják. Az ak t ívvá vá l t geometriai kapcso la tok helyén s r 
megfelelő e leme tetszőleges l e h e t . Megjegyezzük, hogy s,. t a r t a l m a z z a a m á r 
ak t iv izá lódot t kapcsolat i h e l y e k e n fellépő és a fel tétel től e redet i leg mentes k a p -
csolatok igénybevétele i t . Mive l a szerkezet eredet i t e rhe lésében k inemat ika i 
t e h e r nem szerepel t , t r megfe le lő t'r elemei az f (t[) = 0 fe l té te lhez t a r t o z n a k : 
G* G* 
Gr *V ! 
Gg 1 F s 
u 4 
Sv + G 
0 
= 0 . 
Növe l jük mos t a q terhelést d q mértékkel , a m e l y a tg k i n e m a t i k a i t e rhek d t g 
csökkenését idéz i elő. Té t e l ezzük fel, hogy a t'r k inemat ika i t e r h e n már n e m 
következik be vál tozás, v a g y i s az f(t'r) = 0 fe l té te l a dq tehernövelés so rán 
vá l toza t l an . T e g y ü k fel t o v á b b á , hogy a dt g r e l a t ív e lmozdulásvál tozás so rán 
az i-edik kapcso la t i helyen t e l j e s ü l az 
л tg í + dtgí) = о 
egyenlőség, de ezen egyenlőség f e n n m a r a d á s a a teher ú j a b b zlq növelése eseté-
b e n a f e n n m a r a d ó Atg k i n e m a t i k a i terhek á t rendeződésé t j e l e n t i . Ehhez a fo lya-
m a t h o z az a l á b b i partíció t a r t o z i k : 
G* G f Gg 
G r ÍV ; 
G, F í
 ; 
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Tekin t sük a ha rmad ik és negyedik má t r ixegyen le te t az i -edik kapcsolat ak t i v i -
zá lódásának p i l l a n a t á b a n : 
G,(u + du) + tgi + dtg , = 0, 
Gg(u + du) + tg + dtg = 0, 
és t o v á b b i Aq t ehernövelés mellet t : 
G,(u + d u + Ли) + F,- Лш, + tg, + dtg, = 0 
Gg(u + d u + Au) + tg + dtg + Atg = 0 , 
amelyből az köve tkez ik , hogy 
F A%i = —-G, Au, 
Atg =—GgAu, 
vagyis ASj és Atg zlu-ból az eredeti merevség i m á t r i x a lap ján á l l í t ha tó elő. 
A dtgl r e l a t ív e lmozdulásnövekmény a kapcso la t ra előírt feltétel a l a p j á n h a t á -
rozha tó meg , ezáltal a lépéshez t a r tozó t e h e r p a r a m é t e r i smer t té vál ik , így dtg 
a tg-ből a p a r a m é t e r f igyelembevéte léve l számí tha tó . 
A számí tás t o v á b b i lépései hason lóképpen t ö r t é n n e k . Az egyes lépések 
során a z o n b a n szükséges a már k o r á b b a n ak t ívvá vá l t elemeknél fel lépő igény-
bevéte lek ellenőrzése, mive l az esetleges előjelvál tozás a kapcsolat t e h e r m e n t e -
sülésére f igye lmez te t , ekkor pedig a k a p c s o l a t ismét i n a k t í v n a k t e k i n t e n d ő . 
Az e l já rás g ra f ikus ábrázolását a 4 . á b r á n l á t h a t j u k , ahol qk t ehe r m á r ta r -
t a lmazza az összes geometr ia i kapcsolat i nak t iv i t á sá t b iz tos í tó k i n e m a t i k a i ter-
heket is. T e g y ü k fel, h o g y a g, teher dg t növelése mel le t t ak t ívvá válik egy geo-
metr ia i kapcsola t , vagy i s a dgj-nek megfele lő ds t belső e rőnövekményen kívül 
még skl erők is fel lépnek az akt ívvá vá l t e lemeken. í g y csökken az i n a k t í v kap-
csolatok száma, ezál tal pedig a í0 k inema t ika i terhelés is tkl-re csökken. E z az el-
mozdulások csökkenését is eredményezi a t0—tkl-nek megfelelő Au1 m é r t é k b e n , 
í g y a
 q i -f- dç,-nek m o s t uk -(- d u x — A u k felel meg ( B t pon t ) , és ezáltal a merev-
ségi t r ansz fo rmác ió megvál tozásához j u t o t t u n k (A1B1 egyenes). A Auk elmoz-
dulásvá l tozás m e g a d j a az erőkre v o n a t k o z ó t ranszformációvá l tozás t is ( A 2 B 2 
egyenes). 
A t e h e r tovább i növelése során a q2 é r téknél ú j a b b kapcsolat ak t iv izá lód ik 
és a dq.z t ehernöveléshez t a r tozó ds2 e r ő k ö n kívül az ú j o n n a n ak t iv izá lódo t t kap-
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csola toknál ú j a b b sk i erők is fe l lépnek. Ezá l t a l i s m é t csökkent a fel tételek m i a t t 
kor lá tozo t t e rők száma , csökkent az inakt ív kapcso la toka t he lye t tes í tő k inema-
t i k a i terhelés is, a m e l y Ли2 e lmozduláscsökkenés t okoz, amely v iszont a t r ansz -
formációk v á l t o z á s á t ad ja meg (CjD^ C2D2 egyenesek) . 
Az e l járás hason lóképpen fo ly ta tód ik m i n d a d d i g , amíg m i n d e n kapcsola t 
a k t í v v á nem v á l i k , ha ez l é t r e jöhe t egyá l ta lán . E z úgy köve tkez ik be, hogy a 
soronkövetkező dg(- t e h e r n ö v e k m é n y ha t á sá ra a belső erőkben n e m áll elő t o v á b -
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bi növekmény , vagyis ski = 0. E k k o r minden kapcso la t ak t iv izá lódo t t , ezáltal 
ped ig az inak t iv i t á s t biztosí tó k inemat ika i t eher is zérusra csökken t . Ekkor 
Aqi = Au, = 0, és a szerkezet merevsége a he lye t tes í tő szerkezet merevségével 
egyező, a két t r ansz formác ió p á r h u z a m o s . E k k o r a szerkezet az u tolsó állapot-
n a k megfelelő merevséggel — bizonyos ha tá r ig — te t szés szerint i nagyságú ter-
h e t képes viselni. 
A lépésenként növekvő merevségű szerkezet v izsgá la ta m i n d e n lépésben 
az eredet i merevségi má t r ix a l a p j á n tör tén ik . Az egyes lépésekhez t a r tozó kine-
m a t i k a i terhelés megha t á rozá sá r a szolgáló l ineáris egyenle t rendszer mérete 
ped ig csupán a még inak t ív kapcso la tok számáva l egyezik. 
Az általánosított fe l tételes kapcsola tokkal rendelkező szerkezetek vizsgá-
l a t a az előző ké t e l járás kombinác ió j akén t áll elő. 
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Az eljárás a l ap j á t képező merevségi má t r ix olyan szerkezet merevségi 
m á t r i x a , amely akkor állna elő, h a a szerkezeten va lamenny i feltételes kapcso-
lat i elem szilárdsági ér te lemben i n a k t í v , de geometriai ér te lemben akt ív állapot-
ban lenne. Ezért először megha tá rozzuk a geometriai inak t iv i tás t biztosító kine-
m a t i k a i terheket a szilárdságilag i n a k t í v állapot mel le t t . Az így előállott, kap-
csola ta iban egyaránt inakt ív á l l apo tú szerkezet képezi a terhelési fo lyamat ki-
induló lépését. 
Hogy a teher növelése során melyik t ípusú feltételes kapcsolat kerül első-
ként ak t ív állapotba, és milyen t ehe ré r t ék mellett , azt az egyes kapcso la t fa j t ák-
nál fellépő igénybevételi , illetve elmozdulási á l lapotnak a kapcso la t f a j t á ra elő-
ír t fe l té tele dönti el. 
Az 5. ábrán f e l t ü n t e t t ü k egy á l ta lánosí to t t feltételes kapcsola tú szerkezet 
viselkedését a terhelési fo lyamat során . A vizsgálat fo lyamán nem já tsz ik szere-
pet az, hogy a szilárdsági, illetve geometr iai t ípusú kapcsola tok a szerkezetnek 
egyazon keresztmetszetében együ t t e sen (ál talánosí tot t kapcsolat) , avagy más-
más keresztmetszetében külön-külön fordulnak elő. A 3. és 4. ábra t anu lmányo-
zása a lap ján az 5. ábra minden k ü l ö n magyaráza t nélkül ér te lmezhető. 
Az egyes lépésekben bekövetkező kapcsolatakt ivizálódás ideális esetben 
addig folyta tódik, amíg a teher a m e g a d o t t ér téket el nem éri, vagy amíg a szer-
kezet tel jesen vagy lokálisan labilissá nem válik. A labil i tást egyedül a képlé-
keny kapcsolatok kia lakulása is o k o z h a t j a , de a m á r képlékeny és a még nem 
zá ródo t t kapcsolatok kombinác ió ja is előidézheti. Elképzelhető az is, hogy a 
lépésenként i igénybevétel-á t rendeződés bizonyos helyeken tehermentesülés t 
okoz, így újból rugalmassá vá lha t egy szilárdsági és k inyí lhat egy előzőleg már 
zá ródo t t geometriai kapcsolat . E n n e k ellenőrzése lépésenként szükséges. 
4. A szerkezet állapotváltozás vizsgálata matematikai programozással 
Az ál lapotvál tozás v izsgála tának matemat ika i programozással való meg-
közelí tésében a [8] értekezésben l e fek te t e t t alapelvekre t ámaszkod tunk . 
Tekintsük a kapcsola tok akt ivizálódása során fellépő ds, i l letve dt növek-
ményvek to roka t (2. ábra) , amelyek rendre : 
ds = dA — és dt = « L 4 — , 
Öt 9s 
ahol A az ún . szilárdsági és Л a geometr ia i szorzó, a keletkező belső erő, illetve 
re la t ív elmozduláskomponensek kombinációira vona tkozóan . Egyszabadság-
fokú kapcsolatnál magáva l a növekménnye l egyenlő. 
A terhelési fo lyama t során az ál lapotjel lemzők q, t, u, s A és Л sebességei 
(növekményei) közöt t i összefüggések az ál ta lánosí tot t feltételes kapcsolatok 
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szilárdsági é r te lmű a k t i v i z á l ó d á s á n a k f o l y a m a t á b a n : 
0 G* о - " u q 
G F Nfc s + t = 0, 
. 0 О 
- Л - --&K-
(a) 
ahol К jelöl i azon i n d e x e k h a l m a z á t , ahol = 0. T o v á b b á 
$ K < , 0 és A * K § K = 0 , 
v a l a m i n t az < 0 á l l apo tú e l e m e k e n 
ÄR = 0, 
ahol К jelöli К k o m p l e m e n t e r h a l m a z á t a fe l té te lek á l t a l é r in t e t t összes indexek 
h a l m a z á r a v o n a t k o z ó a n . Az (a) összefüggések az egyensú ly i , k o m p a t i b i l i t á s i és 
a k a p c s o l a t o k r a előír t szilárdsági f e l t é t e l t kifejező egyen le tekből á l l nak . Kifeje-
zésre j u t , hogy a k a p c s o l a t o k sz i lá rdság i é r te lmű ak t iv i zá lódása s o r á n a kompa-
t ib i l i t á s i egyenlet egészül ki az a k t í v kapcso l a tokná l ke le tkező r e l a t í v e lmozdu-
lások sebességével. 
T e k i n t s ü k m o s t az á l l apo t j e l l emzők sebességei közö t t i összefüggéseket az 
á l t a l á n o s í t o t t fe l té te les kapcso la tok geometriai é r t e l m ű a k t i v i z á l ó d á s á n a k folya-







" ú q 
8 + t 
[Xji 
= 0, (Ь) 
t o v á b b á 
Á / ^ 0 , { j < 0 és f , = o, 
v a l a m i n t az f j < 0 á l l a p o t ú e l e m e k e n : 
A j = o. 
A (b) összefüggések az egyensú ly i , a kompa t ib i l i t á s i és a k a p c s o l a t o k r a 
előír t geometr ia i f e l t é t e l t kifejező egyenle tekből á l l nak . L á t h a t ó , h o g y a kap-
cso la tok geometr ia i é r t e l m ű ak t iv i zá lódása során az egyensúlyi egyen le t egészül 
ki az a k t í v kapcso l a tokná l ke le tkező belső erők sebességével . 
Mos t v izsgá l juk meg az összefüggés t az á l l apo t j e l l emzők sebességei közöt t 
a b b a n az esetben, h a szilárdsági és geometriai é r t e l m ű ak t iv i zá lódás egya rán t 
l e j á t s z ó d i k a s ze rkeze tben : 
~ o G* 0 
G F Щ 
О N K 0 
_ M / G О 0 
u q 





= 0, (c) 
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t o v á b b á 
Megá l l ap í tha tó , h o g y ez e s e t b e n m i n d az egyensú ly i , m i n d a kompa t ib i l i -
t á s i egyenle tek k iegészü l t ek a megfe le lő i génybevé te l - , i l le tve r e l a t í v e lmozdulás-
sebességekkel . A t o v á b b i a k b a n a J és К i n d e x e k e t e l h a g y j u k . 
K ü s z ö b ö l j ü k k i a (c) egyen le t r endsze rbő l a n e m e lő je lkor lá tos ismeret le-





a m e l y e t egysze rűbb a l a k r a h o z v a : 
Г A B*1 ГЛ 
В С It Â í + Ь = 0, 
M é g egysze rűbben : 
a h o l 
D x -(- d — y = 0, 
x ] > 0 , y és X*y = 0 . 
E z a f e l ada t megfe le l az a l ább i l ineár i s k o m p l e m e n t e r p r o b l é m á n a k : 
L K : { D i — y + d = 0, i ^ O , y ^ O , i * y = 0 } , 
a m e l y e g y e n é r t é k ű a k ö v e t k e z ő k v a d r a t i k u s p r o g r a m o z á s i f e l a d a t p r i m á l - d u á l 
f e l a d a t p á r j á v a l : 
K I : m i n 
K 2 : m i n 
A lineáris k o m p l e m e n t e r p r o b l é m á v a l e k v i v a l e n s l ineáris p r o g r a m o z á s i 
f e l a d a t mego ldásá t a sz implex a lgo r i tmussa l e g y e n é r t é k ű e l j á rás a l a p j á n végez-
t ü k . A sz implex a l g o r t i m u s f i z ika i t a r t a l m a u g y a n i s megfelel az előző p o n t b a n 
i s m e r t e t e t t k i n e m a t i k a i t e r h e k k e l t ö r t é n ő m e g o l d á s n a k . 
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5. A lka lmazások 
A f e n t i módszer a lka lmazására számítógépes p r o g r a m o k a t d o l g o z t u n k ki. 
A szilárdsági t í p u s ú kapcso la toka t f igye lembevevő programot rúdszerke-
zetek kép lékeny t ehe rb í r á s - számí tá sá ra a lka lmaz tuk . A program segítségével 
n a g y m é r e t ű f e l ada toka t f u t t a t t u n k , számsze rű összehasonlí tást végezve a mód-
szer n y ú j t o t t a gépidő meg taka r í t á s t i l le tően [3]. 
A geometr ia i t í p u s ú kapcso la toka t f igyelembe v e v ő programot előregyár-
t o t t ke r e tvázas , v a l a m i n t pane lépüle tek összekapcsolási helyeinek v izsgá la t á ra 
a l k a l m a z t u k [4]. 
Az á l t a lános í to t t feltételes k a p c s o l a t o k a t f igye lembevevő p r o g r a m o t ke-
re tvázza l model lezhető, rugalmas t a l a j r a épülő szerkezetek v izsgá la tá ra alkal-
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1. Példa 




Lm ' l 
Inercia-nyomaték 
[m<] 
Talpgerenda 1,2 0,06 
Felsőbb gerendák 0,6 0,03 
Oszlopok 0,6 0,03 
A talaj rugalmas tulajdonságait OQDE szerint f igyelembevéve a jellemzők: 
Sszerk = 3 - 1 0 ' KN/mM 
Etalai = 103 K N / m 2 ' 
"szerk! = "talaj = 0,15. 
Általánosított kapcsolatokat a gerendák jelölt végkeresztmetszeteiben vettünk fel , egyaránt 
|g)0| = 10 ~4 és |JVT(| = 500 K N m értékekkel. Ezenkívül az oszlopok és talpgerendák végkereszt-
metszeteinél tiszta szilárdsági típusú kapcsolatokat tételeztünk fel M t fenti értékével. A terhe-
lést F 0 = 1000 K N értékben vet tük fel. 
A terhelési folyamat első lépéseiben aktivizálódtak az általánosított kapcsolatok geo-
metriai értelemben, majd a továbbiakban a tiszta szilárdságiakkal váltakozva, némelyikük 
szilárdsági értelemben is, ahogyan azt a 6b. ábra mutatja. A terhelési folyamat v é g é n részle-
ges mechanizmus áll elő úgy, hogy a 14. lépésben egy előzőleg zárult geometriai kapcsolat 
ismét kinyílik, majd ez a rúdon lokális labilitást idéz elő (A változat) . Ha nem vesszük figye-
lembe a geometriai kapcsolatok esetleges tehermentesülését, akkor egy lépéssel t o v á b b tart 
a fo lyamat és teljes mechanizmushoz jutunk ( B változat). Mindkét esetben a végső teher-
paraméter ugyanaz: a = 0,25. 
А 7a. ábrán az általánosított feltételes kapcsolatok viselkedését tüntettük fel a terhe-
lési fo lyamat során. A kapcsolatok záródása utáni igénybevételnövekedése a © (4) és © jelű 
kapcsolatoknál eléri a törőigénybevételt, i tt kialakul a képlékeny csukló, amely i smét relatív 
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log 
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 talajmerevség 
9. ábra 
elfordulások ke le tkezéséve l jár. Látható , h o g y az egyes kapcsolatoknál fe l lépő nyomatékokban 
elője lváltozás — a m e l y a geometriai é r t e l m ű tehermentesülést jelentené — csak az ® kapcso-
l a t esetében köve tkez ik be, amely részt i s vesz a lokális labi l i tás előidézésében. 
A 7b. ábrán a teljes szerkezet á l lapotvál tozását érzékeltettük azál ta l , hogy egyes 
csomópontjainak e lmozdulása i t k ö v e t t ü k végig. Az ábráról leolvasható, h o g y az első iépések-
b e n a szerkezet m e r e v s é g e nő, majd e g y darabig állandó, v é g ü l csökkeni kezd . 
A következőkben vizsgáltuk, h o g y milyen hatással v a n a feltételes kapcsolatokkal bíró 
szerkezetre a talaj merevségének vá l tozása . E célból a f e n t i feladatot f u t t a t t u k a talaj merev-
s é g é n e k csökkentése é s növelése mel le t t . H a a fenti ta lajmerevséget t ek int jük egységnyinek, 
a k k o r az egyes v izsgá la t i lépcsőkhöz t a r t o z ó merevségi szorzószám: 
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10. ábra 
1 Ю - 3 
2 Ю - 2 





A vizsgálat során azt tapasztaltuk, hogy a talaj merevségétől függően más-más lépés-
számban és más-más sorrendben más-más teherparaméter mellett aktivizálódnak az egyes 
kapcsolatok, de a folyási mechanizmusok — amelyek szintén más-más alakban jönnek létre — 
mindig ugyanazon törőintenzitás mellett alakulnak ki. Ez — minthogy a talaj törésével nem 
foglalkozunk — várható volt . A 8. ábrán az egyes lépésekhez tartozó teherparaméterek válto-
zását, továbbá a kapcsolatok aktivizálódásának sorrendjét tüntet tük fel. 
A 9a. ábrán azt ábrázoltuk, hogy hogyan viselkedik egyet len kapcsolat a talaj merev-
ség változásának függvényében. Az ábrán A-val jelölt általánosított kapcsolat záródási folya-
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11. ábra 
mata azt mutatja, hogy minden esetben negatív irányban indul a záródás, majd a puhább 
talajoknál átvág pozit ívba, a keményebb talajoknál negat ív marad. Az (5) je lű közepes kemény-
ségű talaj esetében igen nagy teherparaméter mellett záródik. Záródás u t á n a megfelelő elő-
jelű nyomatékok lépnek fel, ezek változását is fe l tüntettük. A 9b. ábrán szemilogaritmikusan 
azt ábrázoltuk, h o g y a vizsgált kapcsolat záródási teherparamétere hogyan függ a talajmerev-
ségtől. Itt már jól látható, hogy az © és © közötti aszimptota arra utal , hogy létezik o lyan 
talajmerevség, a m e l y mellett egy kapcsolat nyitva marad bármely nagy teherérték mellett is. 
A 10. ábrán a szerkezet je l lemző pontjainak végső — a terhelési folyamat végén elő-
álló — elmozdulásait ábrázoltuk logaritmikusan a talajmerevség függvényében. Érdekes meg-
figyelni, hogy l á g y a b b talajok esetében a végső elmozdulásokban a szerkezeti merevség alig 
játszik szerepet, m í g keményebb talajoknál az elmozdulások már kevéssé korrelálnak a talp-
gerenda süllyedésével. 
2. Példa 
Az ismertetet t számítási eljárással lehetőség v a n a többparaméteres jellegű terhelési 
fo lyamat vizsgálatára is akkor, ha a terhelési f o l y a m a t szakaszonként egyparaméteres. í g y 
követhető végig például egy, a panelek sorozatos beemelése folytán többparaméteres terhelésű 
épület állapotváltozása a terhelési fo lyamat során. 
Példaként tekintsük azt a panelszerkezetű falat , amelyet a 6. ábra szerinti keretmodel-
lel helyettesítettünk. A szerkezet anyagának és a talaj rugalmas tulajdonságainak jellemzői 
megegyeznek az o t t közölt értékekkel. 
A 11. ábrán a panelbeemelési folyamatot tünte t tük fel, minden lépésben vizsgálva, 
hogy az addig fe lépül t épület terhelésének megfelelően kialakult kapcsolati állapotban mi lyen 
változást okozott az új panel beemelése. í gy az egyes terhelési lépcsőket külön-külön vizsgálva, 
egy-egy egyparaméteres teher mellett i vizsgálatról v a n szó. Ábránkon a terhelési fo lyamat 
első néhány panelbeemelési lépését követ tük nyomon, feltüntetve az egyes kapcsolati állapoto-
kat , valamint a támaszok süllyedésének változását. 
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[Beérkezett: 1981. március 3-án] 
Paneles szerkezetek lineáris rugókkal összekapcsolt merev testek sorozatával 
modellezhetők. A határállapot vizsgálata abban az esetben, ha a kapcsoló rugók folyási 
határa valószínűségi változó, sztochasztikus programozási feladatra vezet. A dolgozat 
bemutatja a feladat mechanikai és matematikai megfogalmazását, valamint a megoldás 
számítógépes módszerét egy mintafeladaton. 
1. Bevezetés 
Pane les szerkezetek e rő j á t éká t a kapcso la tok k ia l ak í t á sa döntő m é r t é k -
ben befo lyásol ja . Míg a pane lek h á z g y á r a k b a n , jól e l lenőrizhető technológia 
mellett készülnek , a k a p c s o l a t o k a t a he lysz ínen szerelik. Í g y i t t az anyagá l l an-
dók szórása lényegesen n a g y o b b . A köve tkezőkben azt v izsgá l juk , hogy a k a p -
csolatok fo lyás i h a t á r á n a k b izony ta lansága milyen ha tá s sa l v a n képlékeny álla-
po tban a szerkezet t ö rőpa ramé te rének é r tékére . 
Egyszerűség kedvéér t síkbeli panelszerkezetekkel fogla lkozunk. A k a p -
csolatok fo lyás i h a t á r á t valószínűségi vá l t ozóknak t e k i n t j ü k . Az i smer t e t endő 
módszer lényegesen bonyo lu l t abb , m i n t h a a folyási h a t á r t ado t t á l l andónak 
t ek in t enénk , azonban a számí tás i e redmények azt m u t a t j á k , hogy determinisz-
t i kus fe l té te lezés esetén a b iz tonság k á r á r a köve tünk el h i b á t . 
2. Feltételezések és a fe lada t mechan ika i váza 
Számí tá sa inka t a m e r e v t e s t modell a l ap ján végezzük [1]. Vagyis a p a n e -
leket merev t e s teknek t é t e l ezzük fel, me lyeke t lineáris r u g ó k kapcsolnak össze. 
E g y paneléi m e n t é n a ke le tkező húzó-nyomó, ill. nyíró e rőke t az 1. ábra szer int 
há rom rugóva l vesszük fel . 
Fe l té te lezzük: 
a ) a szerkezet te rhelése egyparaméte res , k inemat ika i t ehe r nem h a t . 
b) m i n d e n egyes rugó alsó és felső folyási h a t á r a valószínűségi vá l tozó , 
ismert v á r h a t ó értékkel és szórással. 
c) az egy-egy paneléi m e n t é n levő rugók folyási h a t á r a i nem függe t l en 
valószínűségi vál tozók, korrelációs m á t r i x u k ado t t . 
d) a fe lső és alsó fo lyás i h a t á r függe t l en valószínűségi vá l tozók. 
* Vásárhelyi Petemé, 1126 Budapest, Kiss János alt. u. 34 
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H a t á r á l l a p o t p r o b l é m á k á l ta lános megoldási módszere a m a t e m a t i k a i 
p rogramozás . E módszer h a s z n á l a t á t a s t a t i k a i és k inemat ika i t é t e l teszi lehető-
vé . F e l a d a t u n k a t a s t a t i ka i t é t e l a l a p j á n o l d j u k meg, mely szer in t a t ehe rpa r a -
mé te r maximál i s ér téke k i sebb a t ö r ő p a r a m é t e r ér tékénél v a g y egyenlő azzal . 
Í r j u k fel a szerkezet egyensúlyi egyenle té t : 
G* • s -f « • q = 0 
I t t n: rugók száma 
m: panelek száma 
G* [3m, n]: szerkezet geometriai mátrixa 
s [n] : belső erők mátrixa 
q [3m]: terhelés mátrixa 
a: teherparaméter 
Minden egyes erőre ko r l á to t je len t az alsó [fc3] és felső [ky] fo lyás i h a t á r é r t éke 
ka(i)<s(í)^kf(í). 
Keressük a t e h e r p a r a m é t e r maximál i s é r t é k é t 
a —<- m a x . 
Az így fe lá l l í to t t f e lada t , h a e l t ek in tünk a fel té telektől , l ineár is p rogramozás i 
f e lada t . 
3. A fe ladat megoldásának ma tema t ika i módszere 
Sz tochasz t ikus p rogramozás ró l beszé lünk, ha a l ineáris vagy nemlineár is 
p rog ramozás legalább egy p a r a m é t e r e valószínűségi vá l tozó . 
F e l a d a t u n k valószínűséggel ko r l á tozo t t sz tochasz t ikus programozás i fel-
ada t . E n n e k m a t e m a t i k a i model l jé t PRÉKOPA [2] á l l í to t t a fel . 
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2. ábra 
F e l a d a t u n k esetében 
G* • 8 + xq = 0, 
(— a) —»- min, 
ahol p egy előírt valószínűségi é r ték . 
A „ d " fe l té te l mia t t — ka és kf függe t len valószínűségi vá l tozók — a sztochasz-
t ikus fe l té te l a köve tkező a lakban í r h a t ó : 
P(ka<s)P(s^kf)^p. 
A szorzat első t ényező je definíció szer int az e loszlásfüggvény függvényé r t éke 
s-nél . A második t é n y e z ő egyenlőt lenségét —1-gyel szorozva, sz in tén eloszlás-
f ü g g v é n y függvényé r t éke —s-nél: 
P(ka<s) P(—kf s), 
Az i smer t vá rha tó é r t é k e k és szórások fe lhasználásával s t andard normál i s el-
oszlásra t r a n s z f o r m á l j u k a fe l té te l t . Bevezetve a 
= ka(ï) — Ek(i) = - k f ( i ) + Ekl(i) 
Dk.(í) Dkl(i) 
•s(i) = «(^--EfaW l ( i ) = - s ( i ) + Ekl(i) 
Dk. Dk,{i) 
je lö léseket , a sz tochasz t ikus fel tétel a l a k j a : 
P(!(i)^S(i), i = l . . . / ) P(r](i) <, ~s(i), i = h . . . f ) > p . 
T o v á b b i kérdés, h á n y képlékenységi feltétel e g y ü t t e s bekövetkezésé t t a r ta l -
mazza egy sz tochasz t ikus feltétel , vagy i s mennyi l egyen a z / é r t é k e . 
Н а / = n, a k k o r az összes képlékenységi f e l t é t e l t egyet lenegy sztochasz-
t i k u s fe l té te l t a r t a l m a z z a . Ez lenne a fe ladat s z e m p o n t j á b ó l a l eg jobb , a való-
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sághoz legközelebb álló. E k k o r a z o n b a n n dimenziós normális eloszlás függvény 
é r t éké t kell k i számí tan i , ámde ez a művelet n = 9 fe le t t , ami szerkezetek esetén 
mindig fennál l , gyakorla t i lag a n a g y számí tás igény mia t t k iv ihe te t l en . 
Н а / = 1, vagyis ha egy képlékenységi fe l té te l t t a r t a l m a z egy sztochasz-
t i k u s fel tétel , akko r a fe lada t leegyszerűsödik ugyan , de egyrész t a vál tozók 
köz t i korrelációt n e m t u d j u k f igye lembe venni , másrész t — m i n t PRÉKOPA [2] 
beb izony í t j a , n a g y az e lhanyagolás a b iz tonság k á r á r a . 
A z / = 3 vá lasz tás t — a m i t a , ,c" fe l té te l t a r t a l m a z — a f e n t i okok indo-
ko l j ák . í gy az egy paneléi m e n t é n levő kapcso la tok korre lác ió já t — ami a leg-
szorosabb, mivel kivi telezésük egyszerre t ö r t én ik — f igyelembe t u d j u k venni , 
u g y a n a k k o r csak 3 dimenziós normál i s e loszlásfüggvény-ér téket kel l számítani . 
Vagyis a megoldandó f e l a d a t : 
G * s + oc - q = 0 
P ( f , < S„ i = к + 1, к + 2, fc + 3) , P(r)- < S„ i = к + 1, к + 2 , fc + 3); ^ pj, 
j = 1 . . . n/3, 
( — a ) —r min к = 3 ( / — 1). 
E z t a sz tochasz t ikus p rogramozás i fe lada to t a FIACCO és MCCORMICH á l ta l 
k idolgozot t SUMT (Sequent ial Uncons t ra ined Minimizat ion Techn ique) mód-
szerrel o ldo t tuk meg. Ezzel az e l já rássa l az a l ább i b ü n t e t ő f ü g g v é n y minimu-
m á t lehet megkeresni 
P(*W, r<*>) = F(*W) + - j - у Hf(xk) - rk У laGi(xk), 
r(k) / t i iJír+í 
ahol F(x) cé l függvény 
Hj i-edik egyenlőségi feltétel 
G,- i-edik egyenlőtlenségi feltétel 
Az r'1 ' pozi t ív sú ly fak to rok az i t e rác ió során m o n o t o n csökkenő so roza to t alkot-
n a k (r<°) > r(l> > p® > 0). 
A miniumkeresés gradiens módszerre l t ö r t é n i k . 
A báromdimenziós , ado t t korre lációjú s t a n d a r d normál is eloszlásfügg-
v é n y ér téké t MILTON [3] módszerével ha tá rozzuk meg. A háromdimenz iós nor-
mál i s e loszlásfüggvényt t r a n s z f o r m á l t u k egy ké td imenziós f ü g g v é n y impro-
p ius i n t eg rá l j ának és egy egydimenziós normális e losz lásfüggvénynek a szor-
z a t á r a . Az u tóbb i közvet lenül s z á m í t h a t ó , a ké td imenziós in t eg rá l á s t Simpson 
szabál lya l köze l í t e t tük . 
A há romdimenz iós normális e loszlásfüggvény gradiens s z á m í t á s á t SZÁN-
TAI [4] levezetése a l ap j án v i s szaveze t tük ké td imenziós normális eloszlásfügg-
v é n y függvényé r t ékének megha tá rozásá ra . 
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4. Numer ikus t apasz ta la tok 
Az i s m e r t e t e t t el járással o ldo t tuk meg a következő f e l a d a t o t : 
A vízszintes panelélek mentén levő I. típusú kapcsolatok, a függőlegesek mentén l e v ő 
II. típusú kapcsolatok adatai a következők: 
Húzási, Ш. nyomási rágók Nyírási r ú g ó k 
4 D D 4 D D 
I. típus —80 1 6 1 —7 0,5 1 0,5 
II. típus - 5 0 1 20 I - 5 0,5 5 0,5 
Korrelációs mátrix az egy él mentén levő rugók közt : 
R - Húzás , nyomás H ú z á s , nyomás N y í r á s 
Húzás, nyomás i 0,2 0,7 
Húzás, nyomás 0,2 1 0,7 
Nyírás 0,7 0,7 1 
A sztochasztikus feltételeknél P 0,95. 
A feladatot mind sztochasztikus változókat feltételezve, m i n d a folyási határokat 
determinisztikusnak véve megoldottuk. 
Eredmények egyes rugóerőknél: 
•s •s «I» •is *IS •st a 
Determinisztikus 
eset 12,7 —21,3 3,7 - 7 6 , 3 9 - 3 2 , 1 20,0 5,0 1,63 
Sztochasztikus 
eset 10,3 — 20,7 — 5,2 - 7 3 , 4 2 - 3 5 , 7 18,6 4,76 1,47 
Mint látható, a jelenlegi szórásadatok esetében a teherparaméter értéke nem lényegesen kisebb 
sztochasztikus esetben, mint determinisztikus esetben. Ugyanakkor nagy eltérések mutatkoz-
nak az egyes rugóerőknél, ami a korreláció feltételezésének eredménye. 
A program CDC-3300-as gépen futott, 3064 sec. CPU időt v e t t a számítás igénybe. 
A konvergencia gyorsasága a kezdővektor felvételétől erősen függ. 
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Plastic Limit State Analysis of Panel Constructions by Stochastic Programming. — Panel 
constructions can be modeled b y a series of rigid elements connected by linear springs. The 
investigation of the limit state, i n case where the yield stress of the connecting springs is a 
random variable, leads to a stochast ic programming problem. The paper presents the mecha-
nical and mathematical formulat ion as well as t h e computerized method to the solut ion on 
an example. 
Grenzzustandsuntersuchung von Paneelkonstruktionen mit Hi l fe stochastischer Pro-
grammfertigung. — Paneelkonstruktionen können durch Serien von mi t Linearfedern verbunde-
nen Starrkörpern modelliert werden. Die Untersuchung des Grenzzustands führt i m Fall, 
wo die Fließgrenze der verknüpfenden Federn eine Zufallsänderliche ist , zu einer stochasti-
schen Programmfertigungsaufgabe. Die Abhandlung stellt die mechanische und die mathe-
matische Formulierung, sowie die Rechenmaschinenmethode der Lösung durch ein Zahlen-
beispiel dar. 
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LONGITUDINÁLISÁN REZGŐ 
VISZKOELASZTIKUS RŰD 
LÁTSZÓLAGOS KOMPLEX YOUNG-MODULUSA* 
PRITZ TAMÁS** 
[Beérkezett: 1981. február 6-án] 
A Love-féle közelítő elmélet alapján tárgyaljuk viszkoelasztikus rudak longi-
tudinális rezgését azokon a frekvenciákon, amelyeken az oldalirányú méret összemér-
hető a viszkoelasztikus hul lám hosszával. Meghatározzuk azt a frekvenciatartományt, 
amelyben a Love-féle elmélet j6 közelítést ad, és közöljük a közelítés hibáját. Az e lmélet 
szerint а hullámterjedést a viszkoelasztikus rúdban az anyag komplex Young-modulu-
sának egy látszólagos értéke szabályozza nagyobb frekvenciákon, az oldalirányú moz-
gás következtében. Megmutatjuk, hogy a látszólagos dinamikai Young-modulus kisebb, 
a látszólagos veszteségi tényező pedig nagyobb, mint az anyag valódi jellemzője. A lát-
szólagos és valódi értékek eltérése az oldalirányú méretnek és a hullámhossznak az 
arányától, valamint az anyag komplex rugalmas állandóitól függ. 
1. Bevezetés 
I smere tes , hogy az ideál isan r u g a l m a s vagy viszkoelaszt ikus a n y a g ú 
r u d a k longi tudiná l i s rezgését az elemi rúde lmé le t csak add ig a f r ekvenc iá ig 
í r j a le kie légí tő pontossággal , amíg a r ú d o lda l i rányú mozgásának h a t á s á t el 
lehet hanyago ln i , azaz amíg az oldal i rányú m é r e t jóval k i sebb , mint a h u l l á m -
hossz. Ezeken a f r ekvenc iákon a fázissebesség pl . a r u g a l m a s rúdban az a n y a g 
d inamikai Young-modu lusáva l arányos és a f rekvenciá tó l függet lenül á l l a n d ó , 
feltéve, hogy a Young-modu lus se függ a f rekvenciá tó l . A rugalmas r u d a k 
longi tudinál is rezgését t á r g y a l ó pontosabb elméletekből [1 —10] és ezek k í sé r -
leti el lenőrzéséből [11 — 14] ismeretes, hogy a fázissebesség csökken azokon a 
nagyobb f rekvenc iákon , amelyeken az o lda l i r ányú mére t összemérhetővé v á -
lik a hul lámhosszal . Ez t a je lenséget úgy is l e h e t ér telmezni , hogy ekkor a r u g a l -
mas hu l l ám te r j edésé t nem közvet lenül az a n y a g Young-modulusa , h a n e m an -
nak egy lá tszólagos — kisebb — értéke szabályozza . A r u g a l m a s anyagú r u d a k r a 
kidolgozot t e lméleteket v iszonylag egyszerűen lehet á l ta lános í tan i a v i szko-
elasztikus r u d a k r a is oly m ó d o n , hogy a r u g a l m a s á l l andóka t a komplex meg-
felelőkkel he lye t t e s í t j ük [15 —18]. Ezzel a módszerrel elmélet i leg k i m u t a t t á k , 
hogy a viszkoelaszt ikus r u d a k csillapítási á l l andó ja növeksz ik az o lda l i r ányú 
mozgás h a t á s á r a a fázissebesség csökkenése mel le t t [16, 17] . Ez t a j e lensége t 
* A 7. Akusztikai Kollokviumon (Budapest 1979. március 26 — 30) tartott e lőadás 
átdolgozott anyaga. 
** Pritz Tamás, 1158 Budapest , őrjárat u. 21 IÁ. 
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korábban m á r kísérletileg is t a p a s z t a l t á k [19] . Ebből köve tkez ik , hogy a hu l -
l ámte r j edés t a v iszkoelasz t ikus rúdban a n a g y o b b f r ekvenc iákon nem k ö z v e t -
lenül az a n y a g komplex Young-modu lusa , a z a z a d inamika i Young-modu lusa 
és veszteségi t ényező je , h a n e m ezek lá t szó lagos értékei szabályozzák [17]. 
Ebben a c ikkben v i szony lag egyszerű módon l e v e z e t j ü k és megvizsgál-
j u k a viszkoelaszt ikus r u d a k látszólagos k o m p l e x Young-modulusá t azza l a 
feltételezéssel, hogy v a l a m e n n y i rugalmas á l l a n d ó komplex mennyiség. Az i t t 
közöl t egyszerű analízis a Love-fé le rúde lmé le t en alapul, a m e l y m a t e m a t i k a i -
lag viszonylag egyszerű, b á r n e m pontos, d e gyakorlat i szempontbó l j ó köze-
lítéssel í r j a le a hu l l ámte r j edés t abban a f r e k v e n c i a t a r t o m á n y b a n , a h o l az 
oldal i rányú m é r e t kisebb, m i n t a hul lámhossz [1, 3, 17, 18] . Ezér t a l á t szó la -
gos komplex Y o u n g - m o d u l u s vizsgálata e l ő t t megha tá rozzuk az t a f r ekvenc ia -
t a r t o m á n y t , ame lyben a Love-fé le elmélet j ó közelítést a d és i t t a köze l í t é s 
h i b á j á t . Az i t t e n i elméleti v izsgá la t e r edménye i közvet lenül f e lhaszná lha tók a 
gyako r l a tban azoknál a méréseknél , a m e l y e k során viszkoelaszt ikus a n y a g o k 
komplex Young-modu lusá t ha t á rozzák m e g rúdszerű p r ó b a t e s t e k long i tud iná -
lis rezgésének vizsgála tával . 
A Love- fé le elmélet c s a k közelítő pontosságga l és c s a k kor lá tozo t t f r e k -
v e n c i a t a r t o m á n y b a n í r j a le a rudak longi tudinál i s , l ineáris rezgését az o ldal -
i rányú mozgás számításbavéte lével . E z é r t az elmélet a lka lmazása e lőt t meg-
ha tá rozzuk a z t a f r e k v e n c i a t a r t o m á n y t , a h o l j ó közelítést k a p u n k és m e g h a t á -
rozzuk i t t a közel í tés h i b á j á t . E z t oly m ó d o n végezzük, h o g y összehasonl í t juk 
a közelítő Love- fé le elmélet és egy pontos e lméle t a lap ján s z á m í t o t t fázissebes-
ség — illetve a csillapítási á l l andó- f rekvenc ia függvényeke t . Ezelőt t a z o n b a n 
á t t e k i n t j ü k r ö v i d e n az elemi és a Love-féle elméletet . 
A legegyszerűbb elemi elmélet n e m vesz i számí tásba a rúd o lda l i r ányú 
mozgásának h a t á s á t . A longi tudinál is hu l l ámmozgás t le í ró d i f ferenciá legyen-
let levezetésekor feltételezik, hogy a t e n g e l y i r á n y ú feszül t ség és de fo rmác ió 
hányadosa az anyag Young-modu lusáva l egyenlő. Szinuszos rezgőmozgás 
esetében a d i f ferenciá legyenle t az a lábbi : 
2 . A Love-féle e lméle t 
(1) 
ahol 
í az ж i rányú (a rúd hossztengelyének az iránya) rezgéselmozdulás komplex amplitúdója, 
(о = 2 л / ; / а frekvencia Hz-ben , 
g a sűrűség és 
E a Young-modulus, amely általános esetben komplex mennyiség, azaz 
( 2 ) 
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Itt 
Ej az anyag dinamikai Young-modulusa, 
rjß a veszteségi tényező és 
j = К— 1 a képzetes egység. 
A differenciálegyenlet megoldásáva l a v iszkoelaszt ikus hu l l ám fázissebességére 
az a lábbi összefüggést k a p j u k : 
Г2В
 ( 3 ) 
Vd + 1 
ahol CfQ a fázissebesség az ideálisan ruga lmas a n y a g ú (veszteség nélküli) r ú d b a n 
r
 F
— c/. — f . (4) 
t o v á b b á 
D = VÏTÏk. (5) 
A csil lapítási á l landó ped ig 
A fen t i fázissebesség n e m függ a f rekvenc iá tó l , a csi l lapítási ál landó ped ig 
l ineárisan a rányos azzal, fe l téve , hogy m i n d a d inamika i Young-modulus , m i n d 
a veszteségi t ényező a f rekvenc iá tó l függe t l enü l ál landó. Az elemi elmélet ezen 
következte tése i azonban csak addig a f rekvenciá ig é rvényesek , amíg a r ú d 
o lda l i rányú mére te j óva l kisebb, mint a hossz i rányban t e r j e d ő hul lám hossza . 
A Love-féle közel í tő elmélet s zámí tá sba veszi b izonyos mér tékben a r ú d 
oldal i rányú mozgásának h a t á s á t . A Love-féle differenciálegyenlet az a l á b b i 
[1 , 3 , 4 , 1 7 , 1 8 ] : 
J ! ! í _ W ! J « J = £ É ! Í , ( 7 ) 
I _9I» dx*dt*] dx2 
ahol 
t az idő, 
a Poisson-szám 
a rúd keresztmetszetének az x tengelyre számított inerciasugara. (Körkeresztmetszet 
esetében i — a/2 / 2 , ahol a az átmérő; négyzetkeresztmetszet esetében, i = bltfS, 
ahol b az oldalhosszúság.) 
A Love-féle e lméle te t eredetileg r u g a l m a s r u d a k r a dolgozták ki [1], de 
azt egyszerűen lehet á l t a lános í t an i a viszkoelaszt ic i tásra oly módon, h o g y a 
ruga lmas á l l andóka t a k o m p l e x megfelelőikkel he lye t t e s í t j ük . Teljesen á l t a l á -
nos ese tben a Poisson-szám is komplex, azaz 
V = vd{l + M (8) 
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ahol vd a d i n a m i k a i Poisson-szám és rjv a hozzá ta r tozó veszteségi t ényező . 
Szinuszos rezgés esetében a Love-féle dif ferenciálegyenlet az alábbi a l a k b a n 
í r h a t ó : 
d4(x) Q 
dx2 E • f h 2 ] 
w4{x) . (9) 
A fázissebességet és a csi l lapítási tényezőt a (9) differenciálegyenlet megoldásá-
v a l h a t á r o z h a t j u k meg. J e l ö l j ü k ezeket c j -ve 1, illetve a ' -ve l . Azoka t az össze-
függéseket , ame lyeke t most á t r endeze t t f o r m á b a n az i t teni jelölésekkel fe lhasz-
n á l t u n k k o r á b b a n SNOWDON [18] vezet te le . A ej fázissebességet és az a ' csil-
lapí tás i t é n y e z ő t a ej-re, i l le tve az a- ra no rma l i zá l t f o r m á b a n a d j u k meg: 
A + (A2 + B2)1/2 T-b2 
2 J ' 
4_




a d l 
1 г — A + (A2 - f B2) 1/2 1/2 
A = 
В = 
(l — d2)r—2dQ 
Г
2
 + Q2 
~ { \ — d2)Q — 2dr 




 + Q2 
ÏD + 1 
1 + 4л 2 v\ 
К 
Q = 2 
4n2v2d I -
1 + 4n2v2d 
]/2 D 
VD + 1 





[(1 — á a ) (1 — rll) + 4d rjv], (14) 
[ d ( l - r , 2 ) - ( l - d 2 ) r , v ] 
d = 
D 
D + 1 
(15) 
(16) 
Ezekben az egyenle tekben beveze t t ük az i/Aó mennyiségét , m i n t vá l tozó t , ahol 
X'c a hul lámhossz az ideálisan ruga lmas a n y a g ú rúdban az o lda l i rányú mozgás 
számí tásbavé te léve l . 
A közel í tő Love-féle e lméle t f r e k v e n c i a t a r t o m á n y á n a k és p o n t o s s á g á n a k 
vizsgálata e lvégezhető oly m ó d o n , hogy a f e n t i összefüggésekkel s z á m í t h a t ó 
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fázissebesség és csi l lapítási tényező é r t ékeke t összehasonl í t juk azokkal , amelye-
ket egy pon tos elmélet a l ap ján s z á m í t u n k . R u d a k longi tudinál is rezgését a 
Pochhammer—Chree-e lmé le t [3—9] í r j a le p o n t o s a n , amely azonban csak 
végtelen hosszú r u g a l m a s rudak ra vona tkoz ik , és a viszkoelaszt ic i tásra tör -
ténő á l ta lános í tása m a t e m a t i k a i l a g igen bonyolul t [16]. Mivel a szaki rodalom-
ból c s u p á n a hengeres, ruga lmas r ú d p o n t o s fázissebesség függvénye ismeretes 
— amelye t a pontos Pochhammer—Chree - f é l e f rekvenciaegyenle t megoldásáva l 
h a t á r o z t a k meg [9] —, ezért a Love-féle elmélet v i z sgá la t á t is az ezzel való 
összehasonlí tás a l ap ján végezzük. 
Az ideálisan r u g a l m a s anyagú r ú d fázissebességét a Love-féle elmélet 
a lap ján a (10), (12) — (16) egyenle tekből k a p j u k az r]E = 0 és rjv = 0 helyet -
tesí tésével . í g y : 
c f . _ 
amely hengeres rúd e se t ében : 
Cf. _ 
£ \ 2 "1-1/2 
1 + 4 + 4 l - j l , (17) 
c f . 
1 + l ^ í ^ ) 2 ] " 1 ' 2 - (18) 2 ' " U 
Ez u t ó b b i egyenlet g y a k r a n az a lábbi f o r m á b a n haszná l a to s : 
£ ú ^ 1 _ i j r 2 , 2 [ iL 
Cf, 4 U 
feltéve, h o g y : 
1 2 / а ) 2 
(19) 
A CfJcjt ér tékeit az aj Xj, f üggvényben az 1. á b r á n ra jzo l tuk meg a (18), 
illetve a (19) egyenletek a lap ján a vd = 0,5 és 0,1 ér tékekre . Megra jzo l tuk 
ugyan i t t a pontos Pochhammer—Chree-e lmé le t a l a p j á n számí to t t С/,/с/, függ-
vényeke t is [9]. A 2. á b r a a pontos és a közelítő e lméle t a lap ján s z á m í t o t t 
fázissebességek százalékos eltérését m u t a t j a . L á t h a t ó , hogy a Love-féle elmé-
let (18 egyenlet) jó köze l í tés t ad az а/Ai < 1 é r t ékekre , h a vd = 0,5 (a közelí-
tés h i b á j a kisebb, m i n t 4 % ) . Minél k isebb azonban a Poisson-szám, anná l 
kisebb а/АО értékig jó a közelí tés. Á m b á r még vd = 0 ,1 esetében is az а/Aó <7 0,5 
é r tékekre a közelítés h i b á j a kisebb, m i n t 1 ,2%. (Ezzel kapcso la tban megemlí t -
j ük , hogy a gumiszerű v iszkoelasz t ikus anyagok többségének a Poisson-száma 
0,5-höz közeli.) L á t h a t ó t o v á b b á az 1. áb rán , hogy a (19) egyenlet csak k b . 
0,5 а/АО-ig haszná lha tó — még akko r is, ha vd = 0 ,5 —, amelyen t ú l a h iba 
r o h a m o s a n nő. Megjegyezzük, h o g y h a a r ú d anyaga n e m ideálisan ruga lmas , 
akkor a veszteségek k i smér t ékben növel ik a fázissebesség ér tékét [17], és így 
be fo lyáso lha t j ák a Love-fé le közelítés h i b á j á t is. 
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1. ábra. A longitudinális hullám fázissebessége hengeres, ideálisan rugalmas rudakban. 
cf t : fázissebesség az oldalirányú mozgás elhanyagolásakor (elemi elmélet), c'f,: fázissebes 
ség az oldalirányú mozgás számításbavételével; , Pochhammer—Chree-elmélet [9]; 
és — , Love-elmélet, (18), illetve (19) egyenlet 
2. ábra. A fázissebességek százalékos eltérése, h = [c/,(L.)/cjr,(P. C.) — 1] • 100 [%], ahol 
e/ , (L.) és c/,(P. С.) a közelítő Love-elmélet és a pontos Pochhammer—Chree-elmélet [9] alapján 
számított fázissebesség 
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2 , 0 
1,0-
0 0,2 0,A 0,6 0,8 1,0 
3. ábra. A longitudinális h u l l á m csillapítási tényezője hengeres, viszkoelasztikus rudakban 
a: csillapítási tényező az o ldal irányú mozgás elhanyagolásakor (e lemi elmélet), a ' : csillapítási 
tényező az o lda l i rányú mozgás számításbavételével (Love-elmélet) 
A tel jesség kedvéé r t a 3. ábrán megra jzo l tuk n é h á n y hengeres, v i szko-
elasztikus r ú d normal izá l t csillapítási t ényező jé t (x'/tx) az o/Aó függvényében . 
A számí tásoka t a (11) . . . (16) összefüggésekkel v é g e z t ü k . Lá tha tó , hogy a 
viszkoelaszt ikus rúd csi l lapí tási t é n y e z ő j e nő az o lda l i r ányú mozgás köve tkez-
tében, és a növekedés m é r t é k e függ a r ú d a n y a g á n a k dinamikai je l lemzői től 
(yd, r)v, rjE) is. 
L á t t u k , hogy n a g y o b b f rekvenc iákon az o lda l i r ányú mozgás köve tkez té -
ben a viszkoelaszt ikus r ú d b a n a fázissebesség k i sebb , a csillapítási t ényező 
pedig n a g y o b b annál , m i n t ami az elemi elméletből köve tkez ik . A fázissebesség 
a lapve tően az anyag d i n a m i k a i Young-modu lusáva l , a csillapítási t ényező 
pedig a veszteségi t ényezőve l kapcsola tos . Ezért e z e k e n a f r ekvenc iákon a 
viszkoelaszt ikus hul lám te r j edésé t a r ú d b a n úgy is t e k i n t h e t j ü k , hogy a z t nem 
közvet lenül az anyag k o m p l e x Young-modulusa , h a n e m annak egy látszóla-
gos é r t éke szabályozza. E r r e a t ényre először PLASS és STEYER [3] h í v t a fel a 
f igye lmet , ak ik a Love-fé le elmélet a l a p j á n igazol ták, h o g y ruga lmas anyagú 
r ú d b a n az oldal i rányú mozgás köve tkez tében a t enge ly i r ányú feszül t ség és 
deformáció hányadosa n e m azonos a Young-modulussa l . A viszkoelasztici tásra 
Ввка; i 
3. A látszólagos komplex Young-modulus 
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á l t a l ános í to t t Love-féle di f ferenciá legyenlet megoldásával a t enge ly i rányú 
feszül tségre az a l ább i összefüggés veze the tő le [18] 
e = E 1 M r n r í ) 2 
E dx 
(20) 
ahol a és d l / dx a t enge ly i r ányú feszültség, i l l e tve deformáció komplex ampli-
t ú d ó j a . Ebbő l az egyenletből közve t lenü l m e g h a t á r o z h a t j u k a t enge ly i rányú 
feszül tség és deformáció h á n y a d o s á t , azaz a r ú d látszólagos k o m p l e x Young-
m o d u l u s á t . Ugyanehhez az e redményhez j u t h a t u n k a differenciálegyenlet meg-
o ldása nélkül, egyszerűen az (1) és (9) egyenle tek összehasonlí tásával is. L á t -
h a t ó , hogy a r ú d longi tudinál is rezgését az o ldal i rányú m o z g á s f igyelembe-
vételével fo rmá l i san le lehet í rn i az elemi e lméle t (1) di f ferenciálegyenletével 
oly módon, hogy a Y o u n g - m o d u l u s helyére a (9) egyenlet j o b b o lda lának neve-
ző jében lévő k i fe jezés t í r juk . E z é r t ez az u t ó b b i a rúd lá t szó lagos komplex 
Young-modu lusa , amelyet E ' - v e l jelölünk. T e h á t 
m + Jv'E) = Ed(l + jvE) 1 
Ed( 1 + j v E ) 
co2v;|(1 + j r\v)2i2 (21) 
A valós és képze tes részek szé tvá lasz tása u t á n megkap juk a r ú d látszólagos 
d inamika i Young-modu lusá t és veszteségi t ényező jé t . E z e k e t célszerűen az 
a n y a g valódi d i n a m i k a i je l lemzőire normal izá lva ad juk meg: 
! Ï L = l - J L c o 2 ( V d i ) 2 ( 1 - ч Э , 






l - ^ c o 2 ( v d i ) 2 ( l ~ r , l ) 
Ej 
(23) 
G y a k o r l a t i s zempon tbó l célszerű a hul lámhossz függvényében megadn i a f e n t i 
összefüggéseket . Matemat ika i l ag azonban r e n d k í v ü l bonyolul t l enne a viszko-
e lasz t ikus hu l l ám hosszának bevezetése á l t a l ános esetben (r]E Ф Q r]v 0). 
E z é r t def in iá lunk egy f ik t ív hu l l ámhossza t , a m e l y E'd i smere t ében egyszerűen 




( H a r)t = 0, a k k o r Xj = Aí). V e g y ü k f igyelembe továbbá , h o g y 
Ej 
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^ = 1 + 4 я 2 v2d 
VE 
(26) 
Megjegyezzük , h o g y h a rjv = 0, a k k o r a fent i egyen le t ek m e g e g y e z n e k azokkal , 
a m e l y e k e t k o r á b b a n HUSZTY [17] v e z e t e t t le m á s módon. 
A 4. és 5. á b r á k o n az E'DIED, i l le tve г/я/íJe é r t éke i t á b r á z o l t u k А!Aj függ-
v é n y é b e n , hengeres r ú d esetére. A gö rbék p a r a m é t e r e : vd, rjv és r]E. (A k o m p l e x 
r u g a l m a s á l l a n d ó k a t a f r e k v e n c i á t ó l függe t l enü l , á l l andónak t e k i n t e t t ü k . ) 
Az ös szehason l í tha tóság k e d v é é r t m e g r a j z o l t u n k egy görbét négyze tke re sz t -
m e t s z e t ű r ú d ese té re is (vd — 0,5, 7]v = 0). L á t h a t ó , hogy az o l d a l i r á n y ú moz-
gás h a t á s á r a a v i szkoe lasz t ikus r ú d d inamika i Y o u n g - m o d u l u s a látszólag ki-
sebb , m íg a vesz teségi t ényező je l á t szó lag n a g y o b b , min t az a n y a g r a je l lemző 
va lód i é r t ék . Minél n a g y o b b az a/Aj-ér téke — azaz m i n é l nagyobb a f r ekvenc i a —-, 
a n n á l n a g y o b b a kü lönbség a l á t szó lagos és a v a l ó d i ér tékek k ö z ö t t . L á t h a t ó 
t o v á b b á a 4. és 5. á b r á n , hogy E ' d IE d csökken, m í g rj'ElrjE n ő a Poisson-szám 
növe léséve l . A Poisson-szám vesz t e ség i t é n y e z ő j e viszont a l ig befo lyásol ja 
4. ábra. Viszkoelasztikus rudak látszólagos dinamikai Young-modulusa (Ej) az oldalirányú 
méret-hullámhossz arány függvényében. , körkeresztmetszet; négyzetkereszt-
metszet 
1.0 
о 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 
-OL._b_
 r i -, À7,' X, L1J 
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5. ábra. Viszkoelasztikus rudak látszólagos veszteségi tényezője (j)E) az oldalirányú méret-
hullámhossz arány függvényében. körkeresztmetszet; négyzetkeresztmetszet 
E'dlEd é r t é k é t , de k e d v e z ő e n „ v i s s z a t a r t j a " az r]'Elr]E növekedésé t . E z u tóbb i 
h a t á s f ü g g a veszteségi t ényezők a r á n y á t ó l ( t iJ t] e) is . Minél n a g y o b b az rjJr]E 
ér téke , a n n á l kisebb a kü lönbség r]'E és rjE közöt t . M e g e m l í t j ü k , h o g y a gumi-
szerű v iszkoelasz t ikus a n y a g o k t ö b b s é g é n e k a Po i s son - száma va lós v a g y az r]v 
kis é r t é k ű [18]. Az 5. á b r á n l á t h a t ó azonban , h o g y 7j„-nek még k i s é r téke is 
j e l en tősen befo lyáso l ja a veszteségi t é n y e z ő l á t szó lagos ér tékét . 
A 4 . és 5. ábra f ü g g v é n y g ö r b é i v e l k a p c s o l a t b a n hangsú lyozn i szükséges, 
hogy ezek csak azon a/A) (vagy b/A)) é r t ékek re é r v é n y e s e k , a m e l y e k r e fennáll 
a Love- fé le közelítés. ( E z e n a t a r t o m á n y o n kívül s z a g g a t o t t v o n a l l a l húz tuk 
az vd = 0 , l -hez t a r t o z ó görbét .) A k o m p l e x r u g a l m a s ál landók f r ekvenc ia -
függése m ó d o s í t h a t j a t o v á b b á ezeket a görbéket . 
A f e n t i e r e d m é n y e k e t k ö z v e t l e n ü l fel lehet ha szná ln i a g y a k o r l a t b a n 
azokná l a méréseknél , a m e l y e k során v i szkoe lasz t ikus a n y a g o k k o m p l e x Young-
m o d u l u s á t h a t á r o z z á k m e g , r ú d s z e r ű p r ó b a t e s t e k long i tud iná l i s rezgésének 
v i z sgá l a t áva l . Ezen v i z s g á l a t o k b a n a d inamika i Y o u n g - m o d u l u s t és a veszte-
ségi t é n y e z ő t r endsze r in t az elemi r ú d e l m é l e t a l a p j á n számí t j ák . E k k o r t ehá t 
a f e n t i összefüggésekkel számí tan i l e h e t a d i n a m i k a i Y o u n g - m o d u l u s és a 
vesz teségi tényező h i b á j á t , ami t n a g y o b b f r e k v e n c i á k o n az o lda l i r ányú mozgás 
h a t á s á n a k e lhanyago lása okoz. H a p e d i g ismert ezen h i b a m e g e n g e d e t t értéke, 
akkor a vizsgálat fe l ső h a t á r f r e k v e n c i á j á t lehet m e g h a t á r o z n i . E b b ő l a célból 
m e g a d t u k a h ibák n é h á n y százalékos é r t é k é t az I . t á b l á z a t b a n (vd = 0 ,5 , r], = 0). 
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I . táblázat 
Viszkoelasztikus rúd látszólagos dinamikai Young-modulusának és veszteségi tényezőjének 
százalékos eltérése az anyag valódi dinamikai jellemzőihez képest 





Ля [%] S [%] Ля [%] S [%] 
0,1 - 1 , 2 2 1,2 - 1 , 6 2 1,64 
0,15 - 2 , 7 0 2,77 - 3 , 5 7 3 ,70 
0,2 - 4 , 7 0 4,93 - 6 , 1 7 6 ,58 
0,25 - 7 , 1 6 7,7 - 9 , 3 2 10,28 
0,3 - 1 0 , 0 11,1 — 12,9 14,8 
E b b ő l l á t h a t ó pé ldául , hogyha a v izsgála t felső f r e k v e n c i a h a t á r á n a k — szo-
kásos m ó d o n — az а/Aó = 0 , 1 (ill. 6/Aó = 0 , l ) - e t t e k i n t j ü k , a k k o r az Ed 
és r]E s zámí to t t é r tékének h i b á j a kisebb, m i n t 1 ,7%. ( I t t X'f = AO, mivel 
rj, = 0.) H a viszont k b . 10% h i b á t engedünk meg a dinamikai je l lemzők szá-
m í t o t t é r t ékében , akkor a v izsgá la to t azon f rekvenciá ig v é g e z h e t j ü k — az 
elemi rúde lméle t a l ap ján —, amíg а/А0 < 0,3 (henger), i l le tve 6/Aó < 0,25 
(négyze tkeresz tmetsze t ) . Megjegyezzük, hogy b á r ez a h ibaszámí tás a közelítő 
Love-fé le elméleten a lapul , mégis kielégí tő pon tosságúnak t e k i n t h e t j ü k a gya-
ko r l a t s zempon t j ábó l , mivel a közel í tés pontossága az illető f r ekvenc i a t a r t o -
m á n y b a n igen jó . (A Love-féle közel í tés h i b á j a c supán 0 ,1% a ОДа/AO-nél és 
0 ,71% a 0,3 а/Aó-nél, ha vd = 0,5.) E z é r t t ehá t az elemi elmélet a l a p j á n számí-
t o t t d inamika i je l lemzőket he lye sb í t he t j ük is a (25), illetve (26) egyenletek 
a l a p j á n a Love-közelí tés f r e k v e n c i a t a r t o m á n y á b a n , feltéve, h o g y ismert a 
komplex Poisson-szám értéke. 
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Apparent Complex Young's Modulus of a Longitudinally Vibrating Viscoelastic Rod. — 
The longitudinal vibration of viscoelastic rods is dealt with on the basis of Love's approximate 
theory, at frequencies, at which the lateral dimension might be compared with the visco-
elastic wavelength. The frequency range is defined wherein Love's theory yields a close 
approximation, and the error of the approach is presented. According to the theory, the pro-
pagation of the wave in the viscoelastic rod is, at higher frequencies, controlled by an apparent 
value of the complex Young's modulus of the material, due to lateral movement. It is pointed 
out that the value of the apparent dynamic Young's modulus is smaller and the apparent loss 
factor is higher than the actual characteristics of the material. The deviation of the apparent 
and actual values depends on the ratio of the lateral dimension and the wavelength, as well 
as on the complex elastic constants of the material. 
Der virtuelle, komplexe Young-Modul eines Längsschwingung vollführenden visko-elasti-
sehen Stabs. — Behandelt wird die Längsschwingung von visko-elastischen Stäben aufgrund 
der Loveschen Näherungstheorie an den Frequenzen, wo die Lateraldimension mit der visko-
elastischen Wellenlänge vergleichbar ist. Der Frequenzbereich wird ermittelt, wo die Love-
Theorie eine gute Näherung liefert, und der Näherungsfehler dargestellt ist. Nach der Theorie 
wird die Wellenfortpflanzung im visko-elastischen Stab, infolge der Seitenbewegung in den 
höheren Frequenzen durch einen scheinbaren Wert des komplexen Young-Moduls des Materials 
gesteuert. Es wird bewiesen, daß der Wert des virtuellen dynamischen Young-Moduls kleiner, 
und der virtuelle Verlustbeiwert größer als der Wert der Materialeigenschaft ist. Die 
Abweichung zwischen den wirklichen und virtuellen Werten hängt vom Verhältnis der 
Lateraldimension und der Wellenlänge sowie von den komplexen Elastizitätskonstanten des 
Materials ab. 
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TÉRBELI RÚDSZERKEZETEK 
SAJÁTFREKVENCIÁINAK KÖZREFOGÓ SZÁMÍTÁSA, II. 
C Z E G L É D I G Y U L A * 
[Beérkezett: 1981. március 12-én] 
Jelen dolgozat folytatása az ugyanebben a folyóiratban megjelent első résznek. 
A kontinuumokként modellezett prizmatikus rudakból álló rúdszerkezetek rezgéseinek 
vizsgálatára mos t egy másik elméletet mutatunk be. Ez a differenciálegyenletek alap-
rendszerére támaszkodik és kiküszöböli az előző módszernél említett hátrányokat. 
Az utolsó fejezet a gyakorlati alkalmazásra mutat be két egyszerű számpéldát. Az egyes 
fejezetek, ábrák, képletek és táblázatok számozása az első résznél alkalmazottak foly-
tatása. 
2.4 Prizmatikus rudakból felépített rúdszerkezetek rezgéseinek vizsgálata 
a differenciálegyenletek alaprendszerével 
* 
A jelen f e j eze tben b e m u t a t á s r a kerülő e l já rás m a t e m a t i k a i a l ap ja i a dif-
ferenciálegyenletek elmélete t é m a k ö r b ő l s zá rmaznak . G o n d o l a t m e n e t ü n k : a 
rúd rendsze r m i n d e n egyes r ú d j á r a fe l í r juk a peremfe l té te leke t , így e legendő 
egyenle te t k a p u n k a mezőfüggvények integrációs kons tansa inak megha t á rozá -
sára . 
A köve tkezőkben visszatérünk a rúdvégekre h a t ó külső e r ő h a t á s o k a t és 
a rúdvégek e lmozdulása i t t a r t a l m a z ó (5) és (7) p a r a m é t e r e s egyenle t rendszer-
hez. A jelen módszer lényege éppen a b b a n áll, hogy az egyenletek p a r a m é t e r e i t 
nem küszöböl jük ki , h a n e m azokkal , min t a mezőfüggvények ismeret len együ t t -
ha tó iva l dolgozunk, így a megoldásban a szerkezet r ú d j a i n a k ampli tűdóeloszlá-
sa közvet lenül rendelkezésre áll. A csomópontok e lmozdulásampl i túdói t a mező-
függvények segítségével s z á m í t h a t j u k . 
2.4.1. A rúdrendszer alkotórészeihez tartozó elmozdulásokat és erőhatásokat 
magában foglaló egyenletrendszer 
Az (5) és (7) egyenle tben szereplő elmozdulás- és e rőha t á svek to roka t a r ú d 
s a j á t koord iná ta rendsze rében í r t uk fel kényelmesen, viszont a r u d a k összekap-
csolását kifejező egyenle teke t mos t is a közös koo rd iná t a rendszerben á l l í t j uk 
fel. A T, t r ansz fo rmá ló mátr ixszal az (5) és (7)-ben szereplő elmozdulás- és erő-
h a t á s v e k t o r o k a t a közös koord iná ta rendszerbe t r a n s z f o r m á l j u k : 
и,- = Т,- ü j = Т,- U,- Oj sin соt, 
Vj = Т,- iöj - T, Yj о,- sin cot, 
* Dr. Czeglédi Gyula, H-1225 Budapest , Bartók Béla út 3/d. 
11 * Műszaki Tudomány 59, 1980 
1 5 0 CZEGLÉDI GYULA 
/ , = T , / , = T^F ,« , s in cot, (30) 
Pi = pi = T( P, a, s in cot. 
a h o l — a 2.3.3 p o n t b a n haszná l t f,-vel — 
T, = <tf, t,•>. 
A (30) kép le tcsopor t 4 egyenlete a rendszer i -ed ik r ú d j á r a vona tkoz ik . Az n rúd-
bó l álló rendszer m i n d e n egyes r ú d j á r a e lőá l l í tha tók a fen t i egyenle tek , és for-
mál i san a k ö v e t k e z ő mát r ixegyen le tbe fog l a lha tók össze: 
a, SiflM t 
v a g y röv idebben : 
A a sin cot, (31b) 
A (34b) egyenle t t a r t a lmazza t e h á t az n d a r a b b ó l álló rúdrendsze r szétválasz-
t o t t r úd j a in a r údvégek e lmozdulásai t és r údvégek re ha tó , a r u d a k szempont -
j ábó l külsőnek minősülő e rőha t á soka t . 
2.4.2 A rúdrendszer rezgését leíró egyenlet 
A (31a) összefüggésben def in iá l t b és A m á t r i x o k b i r t okában a rúdrendsze r 
szé tvá lasz to t t r ú d j a i t most i smé t összekapcsol juk, és előál l í t juk az egész rend-
szer rezgését le í ró egyenletet . 
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Azt a k ö r ü l m é n y t , hogy az egyes r u d a k m i k é n t kapcso lódnak össze egyet -
len szerkezet té , célszerűen egy К kapcso lómát r ixsza l f e j ezhe t j ük ki. 
А К m á t r i x a rúdszerkezet peremfel té te le inek és a r u d a k c somópon t i 
i l leszkedéseinek t u l a jdonsága i t , va l amin t a c somópontok egyensúlyá t t a r t a l -
m a z z a . I n f o r m á c i ó t a r t a l m á t t e k i n t v e t e h á t t ö b b e t mond, m i n t a 2.3.3 p o n t b a n 
haszná l t G k i n e m a t i k a i kapcso lómát r ix és G r t r a n s z p o n á l t j a együ t t , m e r t m é g 
a pe remfe l té te leke t is m a g á b a n fogla l ja . Mega lko tásának m ó d j á t p é l d a k é p p e n 
a 3. áb rán (69. old.) l á tha tó négy rúdbó l álló, végeiknél el tolódás- és elfor-
du lás - t a r tó m ó d o n összekapcsolt síkbeli kere t szerkeze ten v i l ág í t juk meg. 
A f e l t ü n t e t e t t perem- és i l lesztőszerkezetek tu l a jdonsága i t az 
"i = 0 , v2 = t>3 
u3 = 0 , 
V, = U, 
v2 — t/4 
«,== 0 
(32 a) 
egyenle tek fe jezik ki , a csomópontok egyensú lyá t pedig a 
P l + /2 = ÏA » 
PI + Pa + PI = Ч.В (32b) 
egyenle tek m u t a t j á k , aho lg A az A, qB а В j e lű c somópon t ra h a t ó szinuszos kül -
ső e rőha tás a m p l i t ú d ó vek to ra . A (32a) és (32b) egyenleteket is f e l í r h a t j u k m á t -
r ixos a lakban : 
® r 
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v a g y röviden 
Kb = с (33) 
I t t а К az eml í t e t t kapcso lómát r ix . A K - b a n levő E-k h a t o d r e n d ű egységmátr i -
x o k , a ki nem í r t e lemek h a t o d r e n d ű négyzetes zé rusmát r ixok . 
K ö n n y e n b e l á t h a t ó , hogy ez a K - n a k csak egy lehetséges fe l í rása; mások 
e t t ő l t a r t a lmi l ag te rmésze tesen nem, csak formai lag különböznek. [A (32a) 
egyenle tekben pé ldáu l a v2 = v4 he lye t t v3 = v4 is í rha tó , és így t o v á b b . ] 
A (33) j o b b oldalán á l lóh iper -osz lopmát r ix t e h á t 0 -ka t és a c somópon tok-
r a h a t ó szinuszos külső e rőha tásoka t t a r t a l m a z . А с amp l i t údó j á t c0-al je lölve, 
és behe lye t t e s í tve b (31b) a la t t i k i fe jezését , a (33)-os összefüggés a köve tkező-
k é p p e n í rha tó : 
K A a sin cot = c0 sin cot. 
Mozgást fe l té te lezve, sin coí-vel egysze rűs í the tünk , így a rúdrendszer szinuszos 
rezgését leíró egyenle t a 
K A a = cn (34) 
l ineáris i nhomogén egyenle t rendszer . 
A (34) összefüggésnek a 2.3 p o n t b a n i s m e r t e t e t t módszerben a (25) egyen-
le t felel meg. E k é t egyenlet a laki lag és t a r t a l m á t t e k i n t v e is különbözik . Je l en 
ese tben a má t r ixegyen le t i smeret lene az integrációs kons t ansoka t t a r t a l m a z ó a 
v e k t o r , még a (25) összefüggésben ezt a szerepet a csomópontok e lmozdulás-
ampl i túdó i t magábanfog la ló s 0 v e k t o r tö l t i be. Természetesen, m i n d k é t egyen-
le t u g y a n a n n a k a f iz ikai je lenségnek — a rúdrendszer rezgésének — e g y _ e g y 
f a j t a m a t e m a t i k a i visszatükrözése. 
Szabad rezgés esetében c0 = 0, a (34) egyenle tünk homogén lesz. A mező-
függvények i smere t l en e g y ü t t h a t ó i t t a r t a l m a z ó a vek to r rezgés esetében nem lehet 
nulla, így a 
de t (KA) = 0 (35) 
fe l té te lnek kell te l jesülni , amely a rúdrendszer frekvenciaegyenlete. A négyzetes 
К A má t r ix r e n d s z á m a 12n. 
Ger je sz te t t rezgésnél a rendszer c s o m ó p o n t j a i n a k válaszá t á l landósul t 
á l l apo tban e módszer segítségével is m e g h a t á r o z h a t j u k . Ha a ge r j e sz tőha t á s 
kö r f r ekvenc i á j a n e m esik egybe a r ú d r e n d s z e r va lamely ik s a j á tkö r f r ekvenc iá j á -
va l , a (34) összefüggés ál tal áb rázo l t l ineár i s inhomogén algebrai egyenle t rend-
szer К • A e g y ü t t h a t ó m á t r i x a n e m szingulár is , így létezik megoldása. Az ered-
m é n y ü l k a p o t t a vek to r az egyes r u d a k mezőfüggvénye inek e g y ü t t h a t ó i t t a r t a l -
mazza . E n n e k b i r t o k á b a n az (5) összefüggés segítségével a rúdvégek elmozdu-
lásai — azaz a csomópontok e lmozdulásai —- megha t á rozha tók . 
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2.4.3 A sajátfrekvenciák kiszámításána módja, az eljárás jellemzői 
A (35) de te rmináns - függvény co-nak már folytonos függvénye, m e r t A ele-
mei nem t ö r t e k . E legendő számú zérushelyének m e g h a t á r o z á s a a 2.3 p o n t b a n 
i smer te t e t t módszerhez v i szonyí tva számí tás techn ika i l ag lényegesen könnyebb , 
bár ebben az esetben a f r e k v e n c i a d e t e r m i n á n s r e n d s z á m a nagyobb. A módszer 
lényegéből f akadóan a sa j á tkör f rekvenc ia -ha lmaz elvi okokból most n e m lehet 
hiányos. 
A zérushelyek keresése i t t is a 2.3.4 pon tban i s m e r t e t e t t „ l é p t e t ő " techni-
kával t ö r t énhe t ik , de ü g y e l n i kell a Aco elegendően k ics i vá lasz tására . 
Az e l já rás könnyen a lgor i tmizá lha tó , jól h a s z n á l h a t ó a f rekvenciakor lá to-
k a t szolgál ta tó , a 2. p o n t beveze tő jében vázol t számí tás i módszerhez. A számí-
tógép ö n m a g a v á l a s z t h a t j a meg — és növelhe t i is — a 2 .1 pon tban eml í t e t t fc, 
felosztási számot , ö n m a g a á l l í tha t ja elő a f rekvenciaegyenle te t . A pontosság 
mér tékének csak a gép t á ro lókapac i t á sa szab ha tá r t . A módsze r numer ikus hasz-
ná lha tóságá t k íván ják igazolni a 3 . p o n t b a n b e m u t a t a n d ó egyszerű számpéldák . 
3. Gyakor la t i a lka lmazás , számpéldák 
A 2. fe jezetben p r i z m a t i k u s r u d a k b ó l felépí tet t rúdszerkeze tek rezgései-
nek v izsgá la tá ra két s z á m í t á s i módszer t m u t a t t u n k b e . Az algor i tmusok tu la j -
donságai t a 2.3 és 2.4 p o n t o k b a n t ag l a l t uk . A két e l j á r á s előnyeinek és há t r á -
nya inak elemzése kapcsán a r r a a megál lapí tásra j u t h a t u n k , hogy m i n d numeri-
kus , mind elvi szempontbó l célszerűbb i n k á b b a 2.4 p o n t b a n b e m u t a t o t t , a dif-
ferenciálegyenletek a laprendszerén a l apu ló módszert vá lasz tan i . Bá r m i n d k é t 
e l járásra kész í t e t tünk számí tógépi p rog ramcsomago t , és mindkét e l járással 
mego ldo t tunk s zámpé ldáka t , e he lyü t t mégis csak a n u m e r i k u s a n kedvezőbb-
nek b izonyul t a lgor i tmusra készült p r o g r a m m a l v é g z e t t számítások eredmé-
nyei t közö l jük . 
A t o v á b b i a k b a n k é t számpéldá t m u t a t u n k be. Az első a sa já t f rekvenc iák 
beha tá ro l á sá t szemlélteti , m í g a második fe lada tban p r i z m a t i k u s r u d a k b ó l fel-
ép í te t t t é rbe l i rúdszerkezet s a j á t f r ekvenc iá i t s zámí t juk k i . 
3.1 Egyik végén befogott, változó keresztmetszetű rúd 
A sa já tkör f rekvenc ia -kor l á tok számí tásá ra cé lszerűen olyan f e l ada to t 
vá l a sz to t t unk , amelyet m á r sikerült ana l i t ikus ú ton p o n t o s a n is megoldani . 
P l . : egyik végén szabad, m á s i k végén be fogo t t , a hossza men tén exponenciál i-
san vál tozó, derékszögű négyszög keresz tmetsze tű r ú d sa já tkör f rekvenc iá i t 
C R A N C H é s A D L E R m á r m e g h a t á r o z t a [ 1 0 ] . 
A numer ikus számításokhoz a 4. áb rán l á t h a t ó modell t haszná l tuk : 
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4. ábra. Exponenciálisan változó keresztmetszetű, egyik végén befogott rúd. ( A modell adatai: 
E = 2,148 • 10" Pa; G = 8,142 • ÍO10 Pa; Q = 7800 kg m"»; 1 = 1 m ; fc0 = 2 • 10"« m , 
6 „ = 3 • 10"» m 
A z tengely körül i ha j l í tórezgés t végző rúd sa j á tkö r f r ekvenc iá i az 
a -f- a cos — eh — + 3 sin — s h — + с s i n — c h — + b cos — sh — = 0 (36) 
b с b e h e c e 
f rekvenc iaegyen le t t e l s z á m í t h a t ó k [lásd a [10] dolgozat 106. o ldal i (31) egyen-
l e t é t ] , ahol az 
i l le tve a 






egyszerűbb jelöléseket a l k a l m a z t u k : 
A 4. ábra a d a t a i v a l 
^o = hg ' b0 , 
T _ b0 • h0 3 
A (36) egyenlet első három g y ö k e : 
у = 18,9366261693; 96,8072531389; 255,457961136. 
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A példa s zámada ta iva l a z tengely k ö r ü l i haj l í tórezgés első három sa j á tkö r f r ek -
venc iá j a : 
со = 144,8294039; 740,3925409; 1953,770640 [«-»]. 
A s a j á tkö r f r ekvenc i ák s z á m á r a alsó és felső kor lá tok nyerése cél jából a változó 
keresz tmetsze tű r u d a t — a 2.1 p o n t b a n b e m u t a t o t t módon — csomópon tok 
segítségével к darab r é sz re o s z t o t t u k fe l , és a c s o m ó p o n t o k közt p r i zmat ikus 
r é sz rudakka l h e l y e t t e s í t e t t ü k . A he lye t t e s í t ő r é sz rudak jellemzőit az (2), ill. (3) 
összefüggések a lap ján v á l a s z t o t t u k m e g . A téglalap ke resz tmetsze t (GI ) csava-
rási merevségében szereplő I menny i sége t a [11] d o l g o z a t 71. oldali 9 ,4 össze-
függése a l ap j án 





л • a 
(2 i — l)5 
képle t te l s zámí to t tuk , aho l „ a " és , , 6 " а ke resz tmetsze t oldalhosszainak fele. 
A fen t i kép le t akkor é rvényes , ha a b . 
A számítógépi p r o g r a m m a l v é g z e t t számítások e redményei t a I I I . és IV. 
t á b l á z a t b a n foglal tuk össze. A t á b l á z a t o k az első öt s a j á t k ö r f r e k v e n c i á t tar ta l-
m a z z á k k é t tizedes pontosságga l és f e l tün te t ik а к fe losztás i s zámot is. Vala-
m e n n y i k i számí to t t s a j á t k ö r f r e k v e n c i a a f rekvenciaegyenle tnek egyszeres gyö-
ke . Az e redmények szemléle tesebben az 5—9. á b r á k o n lá tha tók . 
Ш . táblázat 
A sajátkörfrekvenciák alsó korlátai [s-1] 
к = i 4 = 2 4 = 3 к = 4 4 = 5 к = 6 4 = 8 4 = 10 
1 65,24 104,22 118,30 125,27 129,37 132,07 135,38 137,34 
2 97,86 241,75 309,89 346,89 369,75 385,19 404,63 416,33 
3 408,86 533,02 603,99 639,49 660,63 674,55 691,68 701,77 
4 613,28 987,54 1303,93 1466,46 1566,11 1633,33 1717,83 1768,57 
5 1134,62 1476,40 1697,83 1689,51 1743,93 1780,20 1825,16 1851,77 
IV. táblázat 
A sajátkörfrekvenciák felső korlátai [ s - 1 ] 
4 = 1 4 = 2 4 = 3 4 = 4 4 = 5 4 = 6 4 = 8 
Ф 
к = 10 
1 177,34 171,83 165,10 160,85 158,02 156,02 153,41 151,78 
2 723,10 657,14 603,58 571,92 551,61 537,58 519,56 508,52 
3 1111,38 878,80 842.93 821,12 806,90 796,89 783,78 775,58 
4 3111,91 2434,17 2229,96 2169,38 2130,04 2103,06 2068,17 2046,52 
5 4531,59 2684,41 2539,71 2417,78 2336,37 2279,50 2205,74 2160,14 
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6. ábra. Második sajátkörfrekvencia 
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8. ábra. Negyedik sajátkörfrekvencia 
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9. ábra. Ötödik sajátkörfrekvencia 
A t áb l áza tok és az á b r á k a l ap ján ny i lvánva ló , hogy a számí to t t 1., 3. és 
5 . s a j á tkö r f r ekvenc i a a z t e n g e l y körüli ha j l í tórezgés 1., 2. és 3. sa j á tkör f rek -
v e n c i á j a ; a 2. és 4 . s a j á t k ö r f r e k v e n c i a az y t en g e ly körüli ha j l í tó rezgés 1. és 2. 
s a j á t k ö r f r e k v e n c i á j á v a l lehet azonos . Az 5., 7. és 9. á b r á k jó l szemléltetik a 
CRANCH és ADLER által k i s z á m í t o t t sa já tkör f rekvenc iák közre fogásá t . 
3.2 Prizmatikus rudakból felépített térbeli rúdszerkezet 
A fe lada tu l k ivá lasz to t t té rbe l i szerkezet vázla ta a 10. ábrán l á t h a t ó . 
A felépítés b izonyos speciális vá lasz tása (pl . : a szabályos geometr ia i a lakza t ) 
a d t a előnyöket a számítógépi p r o g r a m nem haszná l j a ki, így az az ál ta lánossá-
go t nem r o n t j a . Az ábrán f e l t ü n t e t t ü k a r u d a k vá lasz to t t s a j á t - k o o r d i n á t a r e n d -
szerei t is. 
A c s o m ó p o n t o k b a n eltolódás- és e l fordulás- ta r tóan kapcso lódó rudak a n y a g a 
l egyen E = 2 ,148 • 1 0 1 1 P a Y o u n g - f é l e r u g a l m a s s á g i m o d u l u s ú , G = 8,142 • 101 0 
P a csúszta tó rugalmassági m o d u l u s ú és g = 7800 kg m - 3 sű rűségű acél. 
A kere te t a lkotó 1, 2, 3 és 4 jelű rudak azonos ke resz tme t sze tű mérete i t a 
11. ábra , míg az azonos l ábak ke resz tme t sze té t a 12. ábra m u t a t j a . 
Műszaki Tudomány 59, 1980 
T É R B E L I RŰDSZERK.EZETEK SZÁMÍTÁSA, II. 1 5 9 





11. ábra. A keretet alkotó rudak keresztmetszete 
J y 
12. ábra. A láb-rudak keresztmetszete 
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Az Y. t áb láza t t a r t a lmazza a k i számí to t t első nyolc s a j á tkö r f r ekvenc i á t , melyek 
va lamenny ien egyszeresek. 
V. táblázat 
A szerkezet sajátkörfrekvenciái 
« 
[»"] [s-'] 
1 110,48 5 217,16 
2 120,45 6 235,50 
3 157,40 7 283,13 
4 210.47 8 456,30 
Megjegyezzük még, h o g y valamely со,- s a j á tkö r f r ekvenc i ához t a r t o z ó rez-
géskép is m e g h a t á r o z h a t ó a (34) összefüggés segítségével, h a a szabad rezgésnek 
megfelelő c0 = 0 fel tételezéssel élünk. Az így k a p o t t l ineáris homogén egyenlet-
rendszert a m e z ő f ü g g v é n y e k együ t tha tó i t t a r t a l m a z ó a vek to r r a megoldva , 
m a j d o-t (5)-be he lye t t es í tve , a rúdvégek — azaz a c somópon tok — elmozdu-
lásai megha tá rozha tók . Ez a számítás — te rmésze tesen —- m i n d k é t b e m u t a t o t t 
pé ldában elvégezhető. 
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Bracketing of the Eigenfrequencies of Spatial Skeletons, Part II . — This is the second part 
of the paper publ ished in this r e v i e w under the same title. For the invest igat ion of the vibrations 
of lattice girders consisting of prismatic bars model led as continua, now another theory is 
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described which is built upon the basic set of differential equations and which eliminates the 
disadvantages of the previously presented m e t h o d . The last chapter contains two simple 
numerical examples for practical application. Numbering of the chapters, formulas and tables 
is the continuation of that of the f irst part. 
Einschließung der Eigenfrequenzen von räumlichen Stabwerken, Teil П. — Die vorhan-
dene Studie bi ldet die Fortsetzung des in derselben Zeitschrift gebrachten ersten Teils. Zur 
Untersuchung der Schwingungen von aus prismatischen Stäben bestehenden, als Kontinua 
modellierten Stabkonstruktionen wird nun eine weitere, auf dem Grundsystem der Differential-
gleichungen basierende Theorie vorgeführt, die i m Zusammenhang mit der vorher behan-
delten Methode die erwähnte Nachteile beseitigt. Das letzte Kapitel stellt zur praktischen 
Anwendung zwei einfache Zahlenbeispiele dar. D i e Numerierung der Kapitel, Bilder, Formeln 
und Tabellen i s t die Fortsetzung derselben des ersten Teils. 




I I . M E M Ó R I A T A K A R É K O S H Á L Ó Z A T S Z Á M Í T Á S 
KOLONITS F E R E N C * * 
A MÜSZ. TUD. KANDIDÁTUSA 
Jelen tanulmány első részében megállapítottuk, hogy a tervező közvetlen be-
vonása és a csőtervezés operatív számításigényei egyaránt célszerűvé teszik asztali gép 
alkalmazását a tervező csoport mellett. A hálózatszámító programok kapacitásigénye 
tetemes, je len részben megkíséreljük ennek csökkentését. 
Alkalmazott jelölések 
f — hatkomponensű (3 eltolódás, 3 elfordulás) mozgásvektor, ill. ezekből alkotott hiper-
vektor 
p — hatkomponensű (3 erő, 3 nyomaték) terhelésvektor (dinám), ill. ezekből a lkotot t 
hipervektor 
Z — 6 X 6-os rugalmassági mátrix, ill. ezekből a lkotot t hipermátrix 
F — forgatómátrix 
R — vektorszorzást reprezentáló mátrix 
В íj — J-ről i pontra mozgást áthelyező 6 X 6-os mátr ix 
R E F — referenciapont 
S — szűrő diagonálmátrix 
К — szűrt rugalmassági mátrix (kényszereknél) 
n — csomópontok, ill. ágak száma 
к — kényszerkomponensek (ismeretlen reakciók) száma 
V — csővektor, ill. megoldáskeresési irány 
r — helyvektor, ill. az iterációs maradék vektora 
1 — egyenes csődarab hossza 
R — csőív sugara 
Ф — csőív nyílásszöge 
I — csőkeresztmetszet másodrendű nyomatéka 
E — csőanyag rugalmassági modulusa 
3. A csőhálózat stat ikai számítása 
3.1. Az ág járulékai 
A csőhálóza t elemei az ágak. Az ág r u g a l m a s egyenes és ível t c sődarabok 
(elemek), v a l a m i n t merevnek t e k i n t h e t ő s zakaszok , pl. a r m a t ú r á k fo lyama to -
s a n kapcsolódó e lágazásmentes sora. Az á g a k kezdő- és v é g p o n t j a i k o n egy-
* Referátum az MTA Gépszerkezettani Bizottsága 1980. ápr. 21-i ülésén. 
** Dr. Kolonits Ferenc, 1112 Budapest XI., Cirmos u. 4. 
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máshoz, ill. a környeze thez c s a t l a k o z h a t n a k : ezen csa t lakozás i pon tok a háló-
za t csomópontjai. 
A később iekben fe l í randó hálózat i egyenle t rendszer a c somópon tok ra 
h a t ó á l t a lános ( h a t k o m p o n e n s ű : erő és n y o m a t é k ) t e rhe lés és ezen c somópon-
tok mozgása (eltolódás és elfordulás) k ö z t a d kapcsola to t . 
Ezen kapcso la t a c somópon toka t összekötő ágak bizonyos je l lemzőiből 
ép í the tő fe l , amelyeke t — mive l azt m u t a t j á k , miként j á r u l hozzá az i l l e tő ág 
a rendszer a lakvá l tozásához és a benne k ia laku ló erőkhöz — a befogo t t t a r t ó 
ismeretes f o r m u l á i n a k m i n t á j á r a az ág járulékainak nevezhe tünk . 
A j á r u l é k o k , amelyek az ág kezdő- és v é g p o n t j á n a k terhelési és mozgás -
ál lapotáról a f en t i célra szükséges és elégséges információ t adnak, az ág végé t 
be fogo t tnak fel tételezve, az alábbiak (1. á b r a ) : 
— A kezdőpon to t t á m a d ó p h a t k o m p o n e n s ű (дг, у, z erő- és n y o m a t é k ) 
terhelés a l a t t lé t re jövő / h a t k o m p o n e n s ű mozgást (e lmozdulást és a keresz t -
metszet e l fordulásá t ) 
/ = Zp ( 3 . 1 ) 
összefüggésben megadó Z 6 X 6-os r u g ó m á t r i x , amely mindenkor s z i m m e t r i k u s 
és pozit ív dé f in i t . 
— Az ága t terhelő, a d o t t tö rvényszerűség szerint megoszló t e rhe lé s (gya-
korlat i lag legfontosabb az egyenletesen megoszló önsúly) ha tásá ra a kezdő-
ponton l é t r e j ö v ő / S i o mozgás és a be fogáson t o v á b b a d ó d ó pS ty terhelés . A ket-
tő t összefoglalóan súlyhatásnak nevezzük . 
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— A befogáson a külső p t e rhe lé s is t o v á b b a d ó d i k s ta t ikai áthelyezés-
sel, ennek v é g r e h a j t á s á r a még v i s sza té rünk . Ez a „ j á r u l é k " csak a kezdő- és 
v é g p o n t viszonylagos helyzeté től f ü g g , az ágsa já t ságok tó l nem. 
A já ru lékok számszerű értéke f ü g g a fel írásnál a lka lmazot t (derékszögű, 
j obbsodrású ) koord iná ta rendszer i r ány í t á sá tó l . Ha e g y olyan I r endszer re kívá-
n u n k á t t é rn i , amelynek tengely-egységvektora i К r endsze rben m e g a d v a i, j, k, 
úgy def in iá lnunk kell (csillaggal t r an szponá l t a t je lölve) a 








f o r g a t ó m á t r i x o t ; F F * = F * F = E (egységmátr ix) . A t r ansz fo rmá l t mennyi-
ségek 
Pi — Fik P-> PK = F*k Pi (3.3) 
és u g y a n ú g y minden terhelés- és mozgásvek tor ra ; a r u g ó m á t r i x r a p e d i g 
Z , = F Í K ZK F f K , ZK = F f K Zj FIK. (3.4) 
E lőadódha t i k o l y a n helyzet, h o g y a számítás s zempon t j ábó l n e m az 0 
pon t , h a n e m va lami lyen , O-val merev szakasszal ö s szekö tö t t A p o n t mozgása 
a lényeges. Az 0 pon t i fo rgáskomponensek A-nál v á l t o z a t l a n u l megje lennek , 
a mozgás azonban az összekötő m e r e v szakasz , , k a s z á l á s a " köve tkez tében 
megvá l toz ik . Ha a fo rgások kicsik és az á thelyezést m u t a t ó v e k t o r nega-
t í v j a (AO) 
7* = |>x, ry, тг], 
úgy az e lmozdu lásnövekmény (2. áb ra ) 
A F = RAO(p, 
0 — r z 
rz 0 





S A — ВДО/О' R Г
Е К
л о 1 
b m o e j 
(3.6) 
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A f e n t i R m á t r i x vektor iá l is s z o r z a t komponense i t képezi m á t r i x m ű v e l e t t e l , 
o sz lopvek to rba f o g l a l v a : 
R í = [7 X » ] , ] 
R * = — R . 
( 3 . 7 ) 
H a a terhelés n e m az á g v é g e n , hanem a c sa t l akozó m e r e v szakasz A vég-
p o n t j á b a n t á m a d , О p o n t b a n ez vá l toza t l an e r ő k e t , de a s t a t i k a i áthelyezés 
k ö v e t k e z t é b e n m e g n ö v e k e d e t t n y o m a t é k o k a t j e l e n t . Az e lőbb ihez hasonlóan 
k i m u t a t h a t ó , h o g y 
Po — BAOPA • ( 3 - 8 ) 
A k o r á b b a n e m l í t e t t , külső t e rhe l é sbő l be fogáson t o v á b b a d ó d ó terhelés (á t -
helyezéssel) 
Pv = 4vPo- (3-9) 
А В á t he lyezőmá t r ixok ra fenná l l 
BaoBOA = BOABAO = E , 
BAA =^AA = E , (3.10) 
Bao+BOA = B*o + B$A = 2 E , 
és tetszőleges С p o n t r a 
BAO = B A C B C O , ВДО = B*O B* C . (3-11) 
H a az АО merev r u d a t az O V á g g a l egyesítve egye t l en ágnak t e k i n t j ü k , e n n e k 
r u g ó m á t r i x a 
^AO = ВДО z 0 B J 0 , (3.12) 
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sú lyokoz ta s a j á t mozgása az ú j v é g p o n t r a 
fs,A = ^Aofs ,o- (3.13) 
A befogáson t o v á b b a d ó d ó sú ly te rhen mindez nem v á l t o z t a t , a külső t e h e r át-
helyezésénél a kezdőpon tvá l tozás f igye lembe veendő. 
Az ág r u g ó m á t r i x á n és a s a j á t mozgáson mit sem v á l t o z t a t , ha a befogás t 
n e m F - b e n , h a n e m a rúdvéghez VB merev szakaszt csa to lva B-ben vesszük 
fel. A befogáson t o v á b b a d ó d i k sú ly teherbő l 
PS.B = B*BPS,V. (3-14) 
külső teherből 
PB = BABPA• (3-15) 
Az А , В p o n t r a és az eredet i 0 , F - r e é r te lmeze t t j á ru lékok kölcsönösen 
egyér t e lmű kapcso la tban á l lnak, t e h á t szükséges és elégséges m i v o l t u k b a n 
egyenér t ékűek . Úgy is t e k i n t h e t j ü k , hogy a F pon thoz mereven h o z z á k ö t j ü k 
a t e l j es t e re t (SB) és ezen t e re t r ö g z í t j ü k , az 0-hoz u g y a n c s a k a t e l j e s t e re t , 
az előbbi egy „ fedő t e r é t " (S A ) — e b b e n h a t a külső t e rhe lés . A j á r u l é k o k ezen 
k é t t é r kapcso la tá t í r j á k le, egy-egy b e n n ü k tetszőlegesen fe lve t t p o n t r a vona t -
k o z t a t v a (1. ábra) . Va l ame ly pon t mozgása S B -ben a S A -be l i f edőpon t j ához 
képes t végze t t mozgás . 
Lehetséges és célszerű a ké t vona tkoz t a t á s i p o n t o lyan felvétele , hogy 
ezek a S ^ és S B t e r ekben te rhe le t len á l l apo tban egymás fedőpon t j a i legyenek. 
Más megfoga lmazásban : a f iz ikai csomópont tó l c somópon t ig menő ág mint 
há lóza te lem helyet t o lyan elemet a lka lmazunk , a m e l y n e k elejére és végére 
egyazon R E F e r e n c i a p o n t b a nyú ló m e r e v rudaka t k ö t ö t t ü n k . Az e rede t i és 
R E F j á ru lékok összefüggése (3.12 . . . 14)-ből adódik, (3.15)-ből pedig az, hogy 
a kezdőpon to t t á m a d ó kü lső erő vá l toza t l anu l adódik t o v á b b (3. á b r a ) . 
A R E F já ru lékok előáll í tása a szokásosakhoz k é p e s t t ö b b l e t m u n k á t nem 
k í v á n , hiszen az ágaka t m i n d e n k é p p egyenes és ívelt e lemeiből összegezve állít-
j u k elő: közömbös, hogy ezen összegzést a fizikai kezdő- és végpon t r a vagy 
m á s h o v á v o n a t k o z t a t v a végezzük . 
6. ábra 
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Az előálló a l akza t funkc ioná l i san hasonló a j áva i bábsz ínház f igurá já -
h o z , amelynek t a g j a i t a j á t ékos hosszú „ v a j a n g " pálcákkal m o z g a t j a , a keze 
a re fe renc iapont . 
A fizikai h á l ó z a t b a a f e n t e b b i e k szerint é r te lmeze t t e lemekhez szükséges 
v a j a n g o k a t nehézség nélkül b e i k t a t h a t j u k . H a a csövet v a l a h o l á tvág juk és 
az á tvágás két p a r t j á t tetszőleges a l akú merev szakasszal ö s szekö t jük (4. ábra) , 
ez az alakzat az é p csővel r uga lmasságban egyenér tékű . 
A v a j a n g o s í t o t t ágon a s t a t i k a i egyensúly feltétele az áthelyezések el-
m a r a d á s á v a l a ko rább iná l egysze rűbb . A t á m a d ó erő m i n t e g y „végigfo ly ik" 
az ágon és „ m á t r i x o s a n a r á n y o s " mozgáskülönbséget hoz l é t r e a kezdő- és 
v é g p o n t közt . Részle tes v i l l amos analógia a l a k í t h a t ó ki: (3.1) az Ohm-tör-
v é n y , a mozgás — feszültség, a te rhelés — á r a m , a r u g ó m á t r i x — impedancia ; 
a sú lyha tások feszültség- és á r a m g e n e r á t o r o k . A villamos há lóza tok kezelésé-
b e n kia lakí to t t módszerek a d a p t á l h a t ó k . 
A Z és ps a kezdő- és v é g p o n t felcserélésekor nem vá l toz ik . 
A R E F bevezetésének t o v á b b i előnye, h o g y a szóbanforgó csőalakzathoz 
igazodó felvételével a já ru lékok alakilag egyszerűsödnek. JÜRGENSONN két be-
f o g á s között hő tágulássa l be f e sz í t e t t síkbeli csőág v izsgá la takor vo l taképp 
H E F - n e k v e t t e a nyomvonal „ r u g a l m a s sú lypon t j á t . " és i lyen értelmezésben 
n y o m a t é k m e n t e s reakciót k a p o t t [2]. A fogalom térbeli veze tékekre e tekinte t -
b e n nem á l t a lános í tha tó , de fe l f o g j u k használn i az ágat a l k o t ó elemek já ru lé-
k a i n a k minimál is t e r jede lmű megfoga lmazásakor . Ezeket a lka lmasan illesz-
t e t t REF-ekre í r j u k fel, m a j d az ág közös R E F - j é r e t r a n s z f o r m á l v a összeadjuk 
( f igye lembevéve , hogy a t o v á b b m e n ő sú ly teher a t o v á b b i elemekre külső 
t e h e r ) . 
A t ranszformációs f o r m u l á k az i (i-ik) egység- és R közös R E F közö t t , 
t e k i n t e t b e véve а К közös és az I illeszkedő rendszer közt i esetleges fo rga tás t 
4. ábra 
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is ( 3 .3 ,4 ) : 
fs,R,i = B « i F * K . / s , í > ( 3 . 1 6 ) 
Ps.R.t = B*R F/K / • 
Ez a h a g y o m á n y o s e l já ráshoz képest c sak anny i t ö b b l e t m u n k á t je lent , h o g y 
meg kell ha t á rozn i az „ a l k a l m a s " e g y s é g - R E F térbeli he lyze t é t . 
Egye lő re nem sikerül t t i sz tázni , lehetséges, ill. célszerű-e va lami lyen op-
t imalizáló megkötés t t e n n i az ág R E F fe lvéte lére : a Jü rgensonn- fé le á l t a l áno -
sítási p r o b l é m á k mia t t ez kevéssé va lósz ínű . Bizonyos azonban , hogy n e m 
szabad szükségtelenül hosszú v a j a n g o k a t alkalmazni . A számítógép u g y a n 
nagy, de mégis kor lá tozo t t s zámú jeggyel je lení t i meg az egyes mennyiségeke t . 
A fo rgásokban és erőkben je len tkező kerekí tés i hibák á the lyezéskor a hosszak-
kal szorzódnak , a (3.5) szer int i mozgás-, v a l a m i n t fo rgásnövekmények h i b á j a 
a „nagy számok kis kü lönbsége" m i a t t t o v á b b nőhet . A b á b j á t é k h a s o n l a t o t 
f o ly t a tva : m é g biztos kezű j á t ékos keze is reszket k i smér t ékben , s ez á t t é t e l e -
ződve r á r a k ó d i k a báb szerep szerinti mozgására . Minél n a g y o b b az á t t é t e l , 
annál z a v a r ó b b a vélet lenszerű táncolás , a m i túlsúlyra j u t v á n fe l i smerhe te t -
lenné teszi a cse lekményt . Vége redményben a (3.16) t r ansz fo rmác ió a j á ru l é -
kok megha t á rozo t t s ágá t r o n t j a . 
Célszerű ar ra tö rekedn i , hogy ez a romlás a szereplő csőrészek összessé-
gére a l ehe tő legkisebb legyen: a vá l a sz to t t R E F a „ lehető legközelebb" l egyen 
a nyomvona lhoz . R u g a l m a s a b b da rabok nagyságuka t megha l adó r é sza rány-
ban befo lyáso l ják az összképet , ugyan így a sú lyosabbak is. Mindezen meg-
fontolások ú j r a csak va lamifé le „ r u g a l m a s sú lypon thoz" vezetnek. A gépi 
pontosság azonban kellő t a r t a l é k o t j e len t , hogy egzakt o p t i m u m r a ne l egyen 
szükség — elegendő, ha a R E F - e t a szereplő összes ruga lmas a lakzatok közepe-
t á j á n „ s z e m r e " vesszük fel. Bizonyos a z o n b a n , hogy a j á ru lékok szokásos 
definíciója a f izikai ág elejére és végére v e t t vona tkoz t a t á s i pon t j a iva l t á v o l -
ról sem opt imál i s . 
A t a p a s z t a l a t o k szer int a r u g ó m á t r i x o k á l ta lában h a j l a m o s a k a gyenge 
megha tá rozo t t s ág ra és ez különösen a későbbiekben a lka lmazás ra kerülő i te-
rációs módszerné l nehézséget je len the t . A fel tételek az a lgor i tmus á t g o n d o l t 
p rogramozásáva l j a v í t h a t ó k [6]. Megfonto landó, hogy az o lyan rendszerek , 
amelyek b izonyos i r ányokban kiemelkedően merevek, v a g y a rány ta l anu l oszl ik 
meg ruga lmasságuk , á l t a l á b a n különlegesen kedvezőt lenek , de t i sz tán kon -
strukciós szempontból is ke rü lendők ( p o n t a t l a n szerelés, he ly i túl terhelés koc-
káza ta) . Függőleges cső t ö b b helyen t ö r t é n t merev fe lkötésénél (helyi ax iá l i s 
hefeszülést okozot t ) éppúgy t a p a s z t a l t u n k numer ikus nehézségeket , mint t é v e -
sen, abszurd helyen fe lve t t R E F esetében. 
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3.2. A járulékok felépítése elemekből 
Az egyenes elem j á r u l é k a i t az 5. á b r a szerint i r endsze rben a d j u k m e g . 
A rugómát r ix diagonális és a t enge ly i rányú húzás , h a j l í t á s mellet t szokásos 
e lhanyagolása m i a t t sz ingulár i s ; q az egységnyi csőhosszra j u t ó megoszló 
súlyerő. 
I 


















Megjegyzendő, hogy Z f e n t i sz ingular i tása csak a k k o r eredményezné a 
r endsze rmá t r ix sz ingular i tásá t , ha egyenes szakaszt a k a r n á n k hőtágulás fel-
vételére kényszer í ten i . A g y a k o r l a t b a n v a g y tovább i c sa t l akozó elemek a d j á k 
meg az egyenes t e n g e l y i r á n y á b a n az ág szükséges ruga lmasságá t , vagy egye t -
len egyenesből álló ágnál a t enge ly i rányú mozgás nincs kor lá tozva : e n n e k 
ellenkezője kons t rukc iós h i b a . 
A 6. á b r a szerinti ív re Cast igl iano-tétel lel s zámí tha tók a já ru lékok. A k(, 
k0, k, t ényezők azt m u t a t j á k , hogy az í v e t s ík jában , ill. abból k iha j l í t á s r a 
terhelő, v a l a m i n t csavaró n y o m a t é k h a t á s á r a hányszor ta nagyobb a l akvá l to -
zás jön létre, m i n t egyenes cső ha j l í t á sáná l . kt ér téke a K á r m á n - s z á m rec ip roka , 
k0 ugyanennyi vagy 1 (ez k e v é s b é e l ter jedt fel tevés), fe, = 1 -(- v. Az i smé t lődő 
mennyiségekre rövid je lölést veze tünk b e : 
\ 
5. ábra 
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p = ( ф + s in ф)12, 
M — (Ф — sin Ф)/ 2, 
F = sin (Ф/2), 
С = 2 [ F — ( Ф / 2 ) cos (Ф/2)]. 
Z = — 
kjR2P 0 0 0 0 2kjRF 
0 ktR2M 0 0 0 0 
R 0 0 0 —2ktRF 0 0 
IE 0 0 —2ktRF k,P + k0M 0 0 
0 0 0 0 k,M + k0P 0 
_ 2 kjRF 0 0 0 0 
к,Ф 
fii fia 0 q, / и = к, Д(Ф P/2 — 2F 2 ) , 
R3 
fai faa 0 / и = - к, R(M + Ф F 2 ) /2 , 
0 0 /33 / 2 1 = Ä , R ( 3 M - Ф F2) /2, 
IE 0 0 /43 = к ( Р Ф M / 2 , 
0 0 /53 / з з = к / Р ( Ф 2 / 2 — 2F 2 ) , 
_ 0 /в2 0 _ fi3 = (kg~kt)FM, 
Р * = Я 
P u 0 0 
0 P12 0 
0 0 
Рзз 
0 0 P43 
0 0 0 
_ P e i 0 0 
Л з = (fco + U) С + (k0 - k t) M cos (Ф/2), 
f e 2 = — С. 
Fii = Pia. = Рзз = ф ' 
Pia = - Р е i = 2 P F . 
(3.18) 
Az egyenes formulái t o v á b b nem egyszerűs í the tők . Az ív r u g ó m á t r i x á -
ból a R E F a sú lypontba helyezésével l ehe tne kiküszöbölni e lemeket , de a 
6. ábra 
Műszaki Tudomány 59, 1980 
1 7 2 KOLONITS FERENC 
m a r a d ó k bonyo lódnának . A diagonalizálás i lyen módon n e m lehetséges, mive l 
a s a j á tvek to rok nem kü lön-kü lön , hanem együ t t e sen is t a r t a l m a z z á k a t e rhe -
lés erő- és nyoma ték ré szé t . 
A j á ru l ékoka t (3.16) szer in t á the lyezzük a közös r endsze rbe és R E F - r e . 
Az összegzés a Z , / s , ps g y ű j t ő vá l tozókba az a lább iak szer int tö r tén ik (: = az 
é r t ékadás jele) 
z : = Zj ; fs '• — fs, í ; Ps: = Ps, 1 ; 
i : = 2 , . . . n-re i (3.19) 
Z : = Z + Z, ; fs = fs + fs,i + Z,ps; ps : = ps + ps>f; J 
Merev szakasz csak a t o v á b b a d ó d ó súly tehernél szerepel , a r u g a l m a s 
já ru lékok összegzéséből k i m a r a d . 
A n y o m v o n a l megadása célszerűen a k e z d ő p o n t (о) r e fe renc iapont tó l v e t t 
r0 he lyvektoráva l , m a j d a n y o m v o n a l t ö r é s p o n t t ó l tö réspont ig m u t a t ó r0 , Vy, . . . 
csővektorokkal és a k i i ndu lópon t jukon é rvényes Ry, R2, . • • nyomvonal lekere-
kí tési sugárral t ö r t én ik . 
A bev i t t vek to rokbó l r e n d r e képezhető (7. ábra) 
Vj — \ 'vf V/, X, = Vj/V, Ф, = arccos (xf_yxi) 
ti = R, t a n (Ф,/2), у,- = (£,_! — xí cos Ф, ) /вт Ф, , (3.20) 
G = R , - I + ( I / - I + h) * Í - I + Ь h = Vi — h — ti+1, 
h = xtXy. 
Az első egyenes elemnél lekerekítés n e m lévén, y0 a f en t i ek szerint n e m 
képezhető : az x0-ra m i n d e n k o r merőleges — #02, лс0г — ж0х, л:0х — x0y-\al p á r -
huzamos egységvektor t vesszük fel. 
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Az egyenes elem rendsze re a f e n t i i-vel azonos á l l á s ú : a R E F 
re = Г/ + h *tl 2 • ( 3 . 2 1 ) 
A kö r ív i l lesztett rendszere 
=
 ri — Fy-j, 




( 3 . 2 2 ) 
A q megoszló t e rhe l é s t he kell fo rga tn i az egyes elemek rendszerébe . 
A f o r m u l á k szélteher v iz sgá la t á ra is a lka lmasak , ha egyenesnél az axiál is kom-
ponens t e lhagy juk , ívnél ped ig — közelí téssel — a v e t ü l e t r e ju tó t e r h e t egyen-
letesen e losz t juk a n y o m v o n a l o n . 
Az ál ta lános szóhaszná la tban csővezetékrendszernek csövek va lami lyen 
technológiai szempont szer in t kö rü lha t á ro l t , esetleg közvet lenül össze sem 
függő együ t t e sé t nevezik (pl . főgőz-rendszer) . A s z á m í t á s szempon t j ábó l rend-
szer az egy egységben számí tandó , egymássa l összefüggő csövek együ t t e se , az 
e lőbbinek többny i re c s u p á n része. O l y a n csőalakzat , a m e l y csak h e l y b e n ma-
radó v a g y i smer t mozgású környezet i pon tokka l f ü g g össze, más r u g a l m a s cső-
a lakza tok n e m h a t n a k r á . H a t á r á n n e m szükségszerűen ér véget f iz ika i lag a 
veze ték : a fo ly ta tás tó l m i n d e n f a j t a mozgás t meggát ló környezethez rögzítés 
(befogás) v a g y minden i r á n y b a n el lenál lásmentesen d e f o r m á l h a t ó csőelem (kü-
lönleges kompenzá to r ) u g y a n ú g y e lvá lasz t j a a r e n d s z e r t , min tha a vezeték 
t o v á b b se menne . A kö rnyeze t i p o n t o k h o z kapcsolódás szerkezetei — a kény-
szerek — a szorosan v e t t csőhá lóza t ta l e g y ü t t v izsgá landók . 
Az ág j á ru l éka inak korább i megfogalmazásából l á t h a t ó , hogy c sak vég-
p o n t j a i n — azaz a há lóza t c somópon t j a in — t u d u n k f igyelembe v e n n i külső 
terhelés t , ill. s z á m í t h a t u n k mozgásoka t . A hálózatot e n n e k f igyelembevételé-
vel kell csomópontok kijelölésével á g a k r a bontani . Csomópont t ehá t , 
— ahol a vezeték a környeze thez bármilyen: 
te l jes (mind a h a t i r á n y b a n és ér te lemben) vagy részleges, merev 
vagy adot t ruga lmasságú összeköttetéssel : kényszerrel csa t lakozik , 
— ahol a veze tékre külső koncen t r á l t terhelés h a t , 
— a vezeték e lágazik , vagy f iz ika i lag végetér ( h a u tóbbi ra n e m h a t egy-
szersmind t e rhe lés vagy kényszer , a csa t l akozó ágat a számí tásból 
k i h a g y h a t j u k , m i n t te rhe le t len t ) , 
— ahol a veze ték mozgását va lami lyen ok (p l . fenyegető helyszűke) 
m i a t t ellenőrizni k íván juk . 
3.3 A számított rendszer és a kényszerek 
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E g y csomópont ra a fentiek közü l t ö b b is é rvényesülhe t . Az egyön te tűség ked-
v é é r t m o n d h a t j u k ügy is, hogy m i n d e n c somópon t ra érvényesül kényszer, csak 
egyes esetekben o lyan , ami m i n d e n i rányban szabad mozgás t enged. A külső 
koncen t r á l t e rők esetét a t á r g y a l á s b ó l ké t fé leképp is k i i k t a t h a t j u k : 
— vagy megfelelő módon befogla l juk a sű lyha t á sokba , 
— vagy igen lágy, ke l lőképp megfeszí te t t rugó t k ö t ü n k a csőhöz: ennek 
kis mozgása i a feszí tést n e m módos í t j ák lényegesen. 
A kényszer a csomópontot és az (á l ta lában álló) környeze tbe l i fedőpont-
j á t összekötő különleges ág, a m e l y n e k 
— geometr ia i hossza zérus , 
— sú lyha t á sa i nincsenek, 
— r u g ó m á t r i x a megfelelő koord iná t a rendsze rben d iagonál i s és többny i re 
szinguláris . 
A gyakor la t i csőszerkezetek többnyire ü g y igazodnak az épületszerke-
ze thez , hogy ö n k é n t kínálkozik o l y a n derékszögű rendszer, a m e l y n e k tengelyei-
h e z a csövek n a g y része i l leszkedik. A kényszerek zöme fe l függesz tés vagy be-
f o g á s , az o lda l i r ányú kikötések-vezetések r i t k á b b a k , és ezek i r á n y í t á s a sem t é r 
el a főrendszer tő l . Gyakorla t i lag elegendő olyan kényszereket vizsgálni, amely 
a rendszer egészének leírására h a s z n á l t koordiná tarendszer t enge ly i r ánya iban , 
i l l . azok körül h a t n a k mereven v a g y ruga lmasan (á l ta lánosságban fo rga tás t 
ke l lene be ik ta tn i ) . 
A 8. á b r á n l á t h a t ó rugós fe l függesztés t a mel le t te f e l t ü n t e t e t t a lakza t ta l 
mode l l ezhe t jük , aho l a rugó k ü l s ő végét v a j a n g g a l az A' f ed ő p o n th o z kö tö t -
t ü k . A r u g ó m á t r i x 
Z = ( o o , OO, c, OO, oo, oo) , (3.23) 
A végtelen e lemek formálisak, a s zámí t á sban n incs szerepük. A számítás során 
a z t kell m a j d vizsgálnunk, h o g y a n deformál ják a rendszert a kényszerekről 
8. ábra 
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á t a d ó d ó reakcióerők. O l y a n reakcióerő viszont eleve n e m ébredhet , a m e l y a 
kényszeren oo mozgást idézne elő: a kényszer a lehe tséges reakciókat eleve 
megszűri . E z t a szűrést egy 0 és 1 e lemekből álló 
S = <0, 0, 1, 0, 0, 0> (3.24) 
d iagonálmát r ixsza l va ló szorzás va lós í t j a meg. Ha p e d i g a számí tásban eleve 
csak i lyen kompat ibi l i s r eakc ióka t v e s z ü n k tek in te tbe , h a s z n á l h a t j u k a 
К = SZ = <0, 0, c, 0, 0, 0> (3.25) 
szűr t r ugómá t r i xo t . 
A m e r e v kikötés i r á n y á b a n a rugóá l l andó O. A be fogás jel lemzői: 
S = E, К = Z = О . (3.26) 
A m i n d e n i r ányban s z a b a d mozgás „ k é n y s z e r e " : 
s = К = O . (3.27) 
A minden i r ányban r u g ó v a l megva lós í to t t kényszerre: 
S = E, K = Z . (3.28) 
A f en t i reprezentác ió az erőmódszernek felel m e g , amikor a reakciókom-
ponenseke t t e k i n t j ü k i smere t lennek . Gyakor l a t i veze tékekné l az egy-két kom-
ponensű részleges kénysze rek mia t t (ahol is négy-öt i smere t l en mozgáskompo-
nens adódik) á l t a lában e z ú t o n kell kevesebb i smere t lennel dolgozni, m i n t a 
mozgáskomponensek megha t á rozásá t cé lu l ki tűző mozgásmódszernél . Az utób-
b inak egyéb előnyei v a n n a k , amelynek köve tkez tében p l . végeselemes mód-
szereknél szinte k i szo r í to t t a az e rőmódszer t , ilyen e g y e b e k közt a rendszer -
m á t r i x kevéssé k i tö l tö t t vo l t a . A t o v á b b i a k b a n k ido lgozandó egyenletmeg-
oldási a lgor i tmus mel le t t ez a különbség kevéssé ju t é r v é n y r e , ezért n e m tűn ik 
szükségesnek eltérni a h a g y o m á n y o s erőmódszer től . E m e l l e t t szól az is, hogy 
a mozgásmódszer a l a p j á u l szolgáló Y merevségi m á t r i x o k a t csöveknél nem 
lehet közvet lenül e lőál l í tani , csak a r u g ó m á t r i x inve r t á l á sáva l . Ezért a mozgás-
módszer részleteivel n e m foglalkozunk, c supán a te l jesség kedvéért a kénysze-
rek kezelését vázol juk. 
A vizsgált kényszer merevségi m á t r i x a 
Y = Z " 1 = <0, 0, 1/c, 0, 0, 0> (3.29) 
nehézség nélkül , fo rmá l i san adódik. Vég te len e lemeket akkor t a r t a l m a z , ha 
va lamely ik komponens m e r e v . Ezekben az i r á n y o k b a n eleve nem v e h e t ü n k 
fel mozgáskomponens t ; a f en t i ek m i n t á j á r a Sm mozgásszűrő t és W szűr t merev-
ségi m á t r i x o t de f in i á lha tunk (a b e m u t a t o t t esetre S m = E ) . 
Befogásnál 
Sm = 0, W = 0; (3.30) 
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A rugó-szűrő in fo rmác ióka t igen t ö m ö r f o r m á b a n t á r o l h a t j u k h a t j e g y ű 
b i n á r i s számokkal , amelyeknél a sorrendben v e t t i rányokra n é z v e 0 kényszer 
h i á n y á r a , 1 p e d i g jelenlétére u t a l , más kiegészí tő információ h iányában me-
r e v r e . Ily m ó d o n 63 a befogás v a g y minden i r á n y b a n r u g a l m a s kényszer, 8 a 
felfüggesztés , 27 = 011011 az a - i r á n y ú mozgás és x körüli f o r g á s t megengedő 
v e z e t é s leírója. A rugózásra v o n a t k o z ó in fo rmác ió t ebbe a szükségképp poz i t ív 
számokból álló le í rósorozatba az a lábbi módon i l lesz thet jük . Ki je lö lünk a rugó-
á l l andók s z á m á r a egy t á r o l ó v e k t o r t (mond juk A) és ebbe í r j u k az összes sze-
r e p l ő á l landóka t , az i smét lődőke t is csak egyszer . Ha v a l a m e l y i k kényszer 
r u g ó z o t t , a s zű rő u t á n egy n e g a t í v számmal megad juk , v isszafe lé h á n y a d i k 
„ é r t é k e s " kénysze rkomponens rő l v a n szó, m a j d a rugóál landó indexé t a tá ro ló-
v e k t o r b a n u t á n a í r j u k . A n e g a t í v előjel a feldolgozáskor m u t a t j a , hogy n e m 
s z ű r ő , hanem rugómegadás k ö v e t k e z i k . 
Legyen e g y kényszer m e r e v függesztés, л; és y i r ányban rugózo t t k ikö tés 
és t a r t a lmazza a rugóá l l andóka t az A vektor 2 . és 5. eleme. A te l jes leíró: 
Tekintve, h o g y a leíró e lemeinek n a g y s á g a kor lá tozot t , a használt gép 
lehetőségeitől f ü g g ő e n tovább i tömör í t és lehetséges . 
A vázolt r ep rezen t ác ióban nem m u t a t k o z o t t lehetőség a kényszerek 
m e r e v rúd m e n t é n tör ténő á l t a l á n o s áthelyezésére, hogy i ly módon a t e l j e s 
s zámí t á s t f ügge t l enné lehessen t e n n i a c somópon tok térbel i helyzetétől . Tel -
j e s , mind a h a t komponensre k i t e r j edően s z a b a d , rugalmas v a g y merev k é n y -
sze r t ugyan á t l e h e t vinni t e t sző leges R E F r e , részleges kényszerné l a szűrés 
a z o n b a n úgy j e l e n i k meg, h o g y a R E F n é l megengedhető , kompat ib i l i s t e rhe -
lés komponensei köz t lineáris kapcso la tnak kel l fennállnia — ezt a l ineár is 
kapcso la to t a csomópont és R E F közti á t he lyezőmá t r i xnak a „részlegesség-
h e z " igazodó sze le te jellemzi. 
A számítás közvet len cé l j a , hogy megál lapí tsuk, milyen terhelések adód-
n a k a rendszerre és hová m o z d u l n a k el a c somópon t j a i a h a t ó súly- (és kon -
cen t r á l t ) erők, v a l a m i n t a h ő t á g u l á s megakadályozása köve tkez t ében . Az ered-
• 56 , 3, 2, —2, 5, • • 
3.4. A hálózati egyenlet és megoldása 
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menyek b i r t o k á b a n az egyes elemek szilárdsági ellenőrzése a ke resz tmetsze t i 
terhelések megál lap í tásáva l k ü l ö n műve l e tkén t végezhető . 
A szerkezete t először is kellő számú kényszer e l t ávo l í t ásáva l s ta t ika i lag 
h a t á r o z o t t á tesszük . Ez elvileg sokféleképp végezhető , gyakor la t i l ag célszerű 
egyet len befogás t meghagyni . I l yen a csőrendszeren ex t rém kivé te lek tő l el te-
k in tve mind ig van . Kedvező , h a ez a befogás m a g a nem mozog (pl. csa t lakozó 
berendezés hő tágu lása k ö v e t k e z t é b e n — h a i lyen nem lenne, a vá l a sz to t t be-
fogást el lenkező mozgás te l jes rendszer re szuperponálásáva l , ,meg kell á l l í t an i" . 
H a t ö b b lehetőség van , t a p a s z t a l a t szerint célszerű a l egmerevebb ághoz t a r -
tozó befogás t meghagyni . 
A kényszerek e l távol í tása úgy ér tendő, hogy az illető csomópont kör -
nyezetbel i f e d ő p o n t j á t f e l s zabad í t j uk . Különleges belső kényszer a zár t h u r o k . 
E z t va lamely ik csomópont mel le t t á t v á g j u k , így pótlólagos c somópon t kelet-
kezik. Az i t t h a t ó „ reakc ióerő" , helyesen huroke rő e l len te t t j e az á tvágás más ik 
p a r t j á n levő csomópont ra h a t , és nagyságá t az szab ja meg, hogy megszüntesse 
a két c somópont közt fe l léphető mozgáskülönbséget : azok „ m e r e v e n " köves-
sék egymás t . A kényszer le í róban az ú j csomóponthoz 63 t a r t oz ik . 
Az így szabaddá t e t t r endsze rben az ágak t águ l á sának és sú lyha t á sa inak 
később részletezendő összegzésével megá l lap í tha tó , menny i t mozdu lnak el a 
f edőpon tok eredet i környeze tben i he lyükhöz képes t . A kü lönböze te t t o v á b b 
növeli , hogy ezek a helyek m a g u k is m o z o g h a t n a k ( tu rb inacsonk stb.) . A fedő-
pon to kon o lyan reakciók f o g n a k ébredni , amelyek ezeket a mozgáskülönbözete-
ke t megszün te t i k és a f edőpon t a környeze t te l ú j r a összekapcsolható . H u r o k -
á tvágásná l az á tvágás ké t p a r t j á n a k mozgáskülönbségét kell megszün te tn i : az 
ú j o n n a n ke le tkeze t t c somóponto t kell a régihez húzni . 
A h a g y o m á n y o s e l járás az, hogy az ágak és kényszerek rugómá t r ixa ibó l 
az á the lyezőkkel a lko to t t há rmasszo rza tok összegzésével, egységes t á b l á z a t b a 
rendezésével és a meg nem engede t t reakc iókomponensek (amelyek i r á n y á b a n 
visszatolás t sem í r h a t u n k elő, hiszen a mozgás szabad) so rának és oszlopának 
k ihúzásáva l megkons t ruá l j uk a rendszer egyes í te t t Z r u g ó m á t r i x á t , m a j d meg-
o ld juk a 
Z p = / (3.34) 
egyenlete t , ahol p a megengede t t reakc iókomponensek , / pedig a szükséges 
visszatolások rendeze t t v e k t o r a . U t ó b b i a k a f edőpon t i terhelések és mozgások 
egyesítésével, a szabad komponensek e lhagyásával s z á r m a z t a t h a t ó k . Méret-
számuk a s t a t i ka i ha t á roza t l anságo t okozó kénysze rkomponensek száma, azaz 
a rendszer (erőmódszerbeni) szabadságfoka inak száma, ami t a t o v á b b i a k b a n 
k-val j e lö lünk . 
H a k ihaszná l juk a sz immet r i á t , a megoldáshoz szükséges munkarekesze -
ken kívül a m á t r i x tá ro lásához (k + l)fc/2 számú rekesz kell, de így még n e m 
k a p t u k meg a kényszermentes i r á n y o k b a n fellépő mozgásoka t . Utóbbihoz a 
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kihúzo t t sorokhói (6n — k)k t e r j ede lmű részre is szükség van , ahol n a há lóza t 
c somópon t j a inak száma (e l tekintve a m e g m a r a d ó befogástól ) . 
A m á t r i x megkons t ruá lá sa elég hosszada lmas m ű v e l e t és a r u g ó m á t r i x o k 
meglehetősen ha j l amosak a gyengén m e g h a t á r o z o t t s á g r a , úgyhogy nem lehet 
eleve k izá rn i az i te ra t ív j a v í t á s szükségességét. (Bár a g y a k o r l a t b a n azt t apasz -
t a l t uk , h a a megoldás p o n t a t l a n s á g a m á r zavaró sz in te t ér t el, akkor o lyan 
gyengén m e g h a t á r o z o t t vo l t a rendszer , többny i re kons t rukc iós h ibából ki-
folyólag, h o g y az i t e r a t í v j av í t á s sem h o z o t t e r edmény t . ) A R E F bevezetésé-
vel a mát r ixszerkesz tés lényegesen egyszerűs í thető . A memória igény csökken-
tése é rdekében azonban olyan a lgor i tmus t a l ak í tunk ki, amely egy (3.34) 
t r ansz fo rmác ió t a m á t r i x explicit i smere t e nélkül elvégez és i t e ra t ív e l járás t 
a l ka lmazunk — ami a f e n t i e k szerint n e m eleve rosszabb megközelí tés. 
Számozzuk be a c somópon toka t a m e g m a r a d ó befogás tó l min t 0-tól min-
denkor kifelé ha ladva , h u r o k á t v á g á s n á l az ú j c somópont sorszáma legyen min-
dig n a g y o b b , mint a m á s i k p a r t o n levő rég ié .Csomópont sorszáma egyszersmind 
a belőle befogás felé m e n ő ág sorszáma is. A csomópontokró l v á g j u k le az ága-
k a t és i n d í t s u n k végeikről merev r u d a k a t egy az egész há lóza t ra közös R E F -
hez, ahol a z t á n a kapcso lódó ágakat ú j r a összeköt jük . í g y megje lennek a háló-
z a t b a n a va j angos í t o t t á g a k . A fizikai c somópon tok és kényszerek m a r a d n a k a 
he lyükön , a R E F n é l k i a l a k í t o t t ágkapcsolódáshoz va j angga l csa t lakoznak . 
Kénysze rmen te s c somópon tná l és be fogásná l ez mel lőzhe tő lenne, hiszen ezek 
a R E F e n is é r t e lmezhe tők lennének, az egyönte tűség m i a t t e t től e l tek in tünk 
(9. ábra ) . 
Az á g a k kapcso lódásának r end je t ö m ö r e n le í rha tó az ún . „ f a " és „ h u r o k " 
v e k t o r o k k a l . Az előbbi r e n d r e minden csomópont ra m e g a d j a , hogy a befogás 
felé mi lyen sorszámú csomóponthoz kapcsolódik — t e h á t a há lóza tból létre-
hozot t f a a l akú i r á n y í t o t t gráf szerkezeté t m u t a t j a . Az u tóbb i ugyancsak min-
den c somópon t r a m e g a d j a , ha az hu rokfe lvágásná l ke le tkeze t t , mi lyen sor-
számú csomópont áll a m á s i k p a r t o n ; h a nem, a megfelelő vek tore lem zérus. 
Ez jogosabb , mint p u s z t a helyki töl tés , hiszen ezen csomópontok f e d ő p o n t j á t 
és a m e g m a r a d ó , he ly t á l lónak t e k i n t e t t befogást , a 0. c somóponto t összekap-
cso lha t juk merev szakassza l : a mozgások é r te lmezhe tők úgy, min t a 0. csomó-
ponthoz v i szonyí to t t r e l a t í v mozgások. í g y f ik t ív h u r k o k á tvágásábó l lehet 
s z á r m a z t a t n i a c s o m ó p o n t o k a t : a h u r o k fele a c somópont i erők á l ta l a befogásig 
feszí te t t á g a k együt tese , a másik fe le a környeze ten keresz tü l jövő merev 
visszavezetés . Az á t v á g á s szigorúan v é v e nem a csomópont , h a n e m a fedő-
p o n t j a me l l e t t tö r tén ik , a f edőpon t t a l összekötő kényszerek a c somópon ton 
m a r a d n a k . A másik p a r t o n az eredeti h á l ó z a t b a n n e m közvet len a 0. csomó-
pont áll. H a mindezt a R E F r e á tv i t t há lóza t ra v o n a t k o z t a t j u k , o t t a kény-
szerek m á r n e m szerepelnek a képben és az á tvágás a szóban forgó, v a l a m i n t 
0. c somópont re fe renc iapont i megfelelője közt é r te lmezhe tő . Az erőmódszer 
t e rmésze té t t ek in tve é p p ú g y hurokmódszer , mint a v i l lamos há lóza tok á ram-
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módszere ; a mozgásmódszer a feszül tségmódszerhez hason lóan csomópon tok 
egyensúlyá t v izsgá l ja . 
A 9. áb ra há lóza tá ra a v e k t o r o k elemeit a (3.35) t á b l á z a t t a r t a l m a z z a . 
Sorszám 1 2 3 4 5 6 7 8 
Fa 0 1 2 3 1 5 6 6 
Hurok 0 0 0 0 0 0 3 0 
E b b ő l a k e r e t e z e t t rész t e k i n t h e t ő nem-magá tó lé r tődő in fo rmác ió hordozójá-
n a k . Gyakor la t i csőhá lóza tban a hurkok n e m t ú l gyakor iak . A két v e k t o r 
együ t t e sen t á r o l h a t ó , ha r e n d r e m e g a d j u k a 2 . csomópont tó l a f avek to r ele-
mei t , a hu roke lemeke t , ha v a n n a k , a faelem u t á n negatív előjellel i k t a t j u k a 
so rba . A leírók számszerűen ko r l á tozo t t n a g y s á g a i t t is l ehe tővé teszi a gép i 
sa já t ságok tó l f ü g g ő tömör í tés t . 
E g y к t e r j e d e l m ű kompat ib i l i s r endeze t t (más szóval: a kényszerek sze-
r i n t redukál t ) reakciókomponens-soroza t szorzása az összesí te t t Z-vel, azaz 
kényszer i rányokbe l i mozgáskomponensek r e n d e z e t t v e k t o r á v á t r ansz fo rmá-
lása az alábbi lépésekben t ö r t é n i k : 
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a ) Ki je lö lünk egy к t e r j ede lmű e redmény- és egy 6n te r jede lmű m u n k a -
te rü le te t . A rugó-szűrő le í rók segítségével „ b e t ö r d e l j ü k " a kompat ibi l is reakció-
komponenseke t a m u n k a t e r ü l e t r e , bogy előál l jon a h a t k o m p o n e n s ű c somópon t i 
terhelések r endeze t t s o r o z a t a : a kényszerekke l össze n e m férő komponensek 
helyére zé rus t í runk . Ezze l p á r h u z a m o s a n az e redményte rü le t re b e í r j u k a 
kényszereknek a kompat ib i l i s reakciókomponensek h a t á s á r a előálló m o z g á s á t ; 
ha a kényszer merev, a megfelelő k o m p o n e n s t nu l lázzuk . 
b) A csomópont i terheléseket az á the lyezőmá t r i xokka l rendre végig-
szorozva a m u n k a t e r ü l e t e n a R E F r e á t v i t t csomópont i terheléseket képezzük . 
c) A csomópont i terhelésekből e lőá l l í t juk az ágterheléseket . A leg-
nagyobb sorszámtól visszafelé sorra vesszük a kapcsolódásleí rókat és mind-
egyik te rhe lés t h o z z á a d j u k azon csomópont terheléséhez, amelyikre a f avek -
tor , és l e v o n j u k abból, h a v a n ilyen, amely ik re a h u r o k v e k t o r m u t a t . (Meg-
jegyezzük, hogy mozgásmódszernél hason ló jellegű s z á m í t á s t kellene végez-
nünk , csak n e m ilyen „ h a l m o z ó d ó " f o r m á b a n . ) 
d ) Az ágterheléseket a r u g ó m á t r i x o k k a l végigszorozva ágdeformác ióka t 
számolunk (ugyanazon munka t e rü l e t r e ) . 
e j Az ágde fo rmác ióka t csomópont i mozgásokká összegezzük, evégből 
fo rd í tva másszuk meg a kapcsolódásleíró l é t r á j á t . Az ágdeformáció az ággal 
azonos sorszámú csomópont mozgása, h a a másik vég rögz í t e t t : ez l . - né l maga 
a valóságos mozgás. A t o v á b b i a k b a n m i n d e n c somópon tná l az ott t a l á l t moz-
gáshoz a d j u k azon c somópon té t , amely ikre a fa- és l e v o n j u k azét, ame ly ik re 
a h u r o k v e k t o r m u t a t . (Mozgásmódszerrel a c-nél t e t t megjegyzés érvényes . ) 
f ) A R E F e n é r t e lmeze t t c somópont i mozgásoka t á the lyezőmát r ixok-
kal a f iz ikai c somópon tokra visszük. í g y „ m e l l é k t e r m é k k é n t " eleve m e g k a p j u k 
a csomópontok tel jes mozgásá t , amit explici t m á t r i x o s e l járásoknál kü lön 
kell számí tan i . 
g ) A szűrőleíró segítségével k i eme l jük a kénysze r i r ányú mozgáskompo-
nenseket és ezeket az e r edmény tá ro lóban m á r meglevő kényszerdeformációk-
hoz a d j u k . 
H a ez a vége redmény az előírt v issza to lásokkal megegyezik, a k i indulás-
kén t f e lve t t r eakc iókomponensek a f e l a d a t megoldását a d j á k . 
A f e n t i a lgor i tmus t , ill. annak egyes részeit f e lha szná lha t j uk az ágak 
hőtágulása és a sú lyha tá sok összegzésére, azaz e lője lvál tás és csonkmozgások-
kal helyesbí tés u t á n a visszatolások megá l l ap í t á sá ra . E z e n teljes h a t k o m p o -
nensű visszatolásokból a szűrőleíró segélyével v á l o g a t j u k ki azt а к számú 
komponens t , amelyet a r eakc iók megha tá rozásához e lő í runk . A f ) a l a t t k a p o t t 
tel jes c somópont i mozgásból is le kell v o n n i a teljes v isszato lás t , mer t í gy kap-
j u k meg, hogy az egyes csomópontok h o v á mozdu lnak el a környeze t i fedő-
p o n t j u k h o z képes t (ami l ehe t , hogy m a g a is e lmozdult) — így e l lenőr izhet jük , 
megengedhető-e a cső k imozdulása a c ső ta r tósze rkeze ten , f a l á t t ö ré sben s tb. 
Előfeszítést megmaradó befogásból kifelé eső oldalon levő ágvégek e l lenér te lmű 
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befogásból k i f e l é eső o lda lon levő ágvégek e l lenér te lmű k i m o z d í t á s á v a l v e h e -
t ü n k f i g y e l e m b e (mindegy ugyan i s , hogy e g y csőágban b i zonyos s zakasz t ki-
v á g u n k és összehúzzuk , v a g y a be fogásokná l u g y a n a n n y i v a l széhúzzuk , a p á r -
h u z a m t a r t á s p r o b l m á i t ó l e l t ek in tve ) . Az előfeszí tés t ény l eges helye és az el-
m o z d í t o t t á g v é g e k közti s z a k a s z o n a c s ő t a r t ó k s zámí to t t mozgásá t megfe le -
lően he lyesb í t en i kell. 
A szokásos i terációs módsze rek c é l j a i n k n a k nem fe le lnek meg, m e r t a 
t r a n s z f o r m á c i ó n kívül a m á t r i x d iagoná le lemei vagy o l y a n egyéb, pl . s p e k t -
r u m r a v o n a t k o z ó ada tok i s m e r e t é t k í v á n j á k , amelyek kevéssé valószínű, h o g y 
a t r a n s z f o r m á c i ó b ó l egyszerűen becsü lhe tők . Célszerűbb a f e l a d a t o t k v a d r a t i -
k u s alak min ima l i zá l á sá ra v i sszaveze tn i . E l ő í r t / v i ssza to lások mel le t t a k é n y -
szerekkel összefé rő pk t e rhe lések közül az lesz a fe ladat mego ldása , a m e l y r e a 
Q = i p f c * Zpk - p t l = } (Pk - Z - 1 / ) * Z ( p k - Z ~ i f ) - 1 / * Z - 1 / (3.36) 
kiegészí tő po tenc iá l i s energia minimál is . Az á t a l ak í t á sbó l l á t s z ik , hogy a f e lü -
le t függőleges t e n g e l y ű , e l to l t , á l t a l ános -e l l ip t ikus pa rabo lo id , ame lynek e g y e t -
len m i n i m u m a v a l ó b a n a mego ldás . A m i n i m u m ér téke a potenciá l i s e n e r g i a 
n e g a t í v j a . 
A m i n i m u m megközel í tésére az i r á n y m e n t i csökkentés módszere a lka l -
m a s . Va lame ly p0 kezdet i é r t é k t ő l v v e k t o r i r á n y á b a n t o v á b b l é p v e a f e l ü l e t 
(V, Q) h ipe r s íkka l való m e t s z e t é t kell v i z s g á l n u n k , ami p a r a b o l a . A m i n i m á l i s 
é r t é k e t azon pn -f- otv he lyen k a p j u k , a m e l y r e 
a = ?•(/_Zp0)l{v* Zv). (3 .37) 
Az i r á n y o k a t l egegyszerűbben úgy v e h e t j ü k fel, h o g y а к k o m p o n e n s 
k ö z ü l r endre e g y i k egységnyi , a több i nu l l a . E z nem egyéb , m i n t a G a u s s — 
Seidel -módszer kö rü lményes megva lós í t á sa , a m i ugyan b i z t o s a n k o n v e r g e n s , 
l évén Z poz i t ív dé f in i t , csak l a s sú . 
A keresés i r á n y a lehet a Q negat ív g r ad i ense , a p köze l í t é s h i b á j a k é n t 
v a g y m a r a d é k k é n t is é r t e lmezhe tő 
? = f - Z p . (3 .38) 
H a azonban a Z m á t r i x s a j á t é r t é k e i nagyon k ü l ö n b ö z n e k e g y m á s t ó l , azaz d u r -
v á n a csőrendszer különböző i r á n y o k b a n é r t e l m e z h e t ő r u g a l m a s s á g a i igen el-
t é r n e k , akkor hos szú , keskeny vö lgyben a n e g a t í v gradiens a szemközt i f a l fe lé 
m u t a t és csak l a s s a n o lda lazunk be a m é l y p o n t b a [4]. I l yen s a j á t s á g o k a g y a -
k o r l a t b a n el n e m ke rü lhe tők — más o lda l ró l szemlélve m i n d e z a g y e n g é n 
m e g h a t á r o z o t t s á g g a l e g y e n é r t é k ű . Az ö n m a g á b a n véve l a s sú konve rgenc ia 
me l l e t t t e h á t m é g a p o n t a t l a n s á g o k h a l m o z ó d á s a is v á r h a t ó , a m i r e a s z á m í t o t t 
i r á n y m e n t é n c s ö k k e n t ő e l j á r á sok különösen é rzékenyek , h i szen maga az i r á n y 
is b i z o n y t a l a n n á vá l ik . 
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A min imumkeresés i r á n y a i n a k a l k a l m a s a b b megválasz tásáva l némi t ö b b -
le tszámí tás á r á n a konvergenc ia lényegesen j a v í t h a t ó . L e g y e n az e g y m á s t ó l 
l ineárisan függe t l en . . ., vk vek tor h a l m a z a olyan, h o g y 
< = 0, h a i ^ j i /о oo\ 
vi ZvJ\ л , . . (3-39) 
1 = ^ 0 , h a i = j , 
az ilyen v e k t o r o k a t Z-or togonál is- vagy Z - k o n j u g á l t n a k m o n d j u k . A k - d i m e n -
ziós té r b á r m e l y vek to ra , t e h á t a p0 kezde t i é r ték szükséges jav í tása is előál-
l í t ha tó ezen v e k t o r o k l ineár is k o m b i n á c i ó j a k é n t : 
p = 2 * i v i + p 0 ( 3 . 4 0 ) 
/=1 
(3.39) fe lhaszná lásáva l 
a, = ~vf Z (p - p0)IW Zv) = v f { f - Z p 0 ) / ( 5 ? Z Ï , ) , (3.41) 
ami összhangban áll (3.37)-tel . Ha a vt v e k t o r o k a t f o l y a m a t o s a n g e n e r á l j u k 
és a
 P o közel í tésből r e n d r e pv . . . i t e r a t í v közel í tésekként ál l í t juk elő (3.40) 
t ag ja i t , ez az i teráció (kon jugá l t gradiens-módszer) к lépésben pon tos ered-
ményhez veze t , pk = p. A v — к v a l a m e l y к e lemű lineárisan f ü g g e t l e n 
щ, . . . ,nk v e k t o r h a l m a z b ó l a Gram—Schmid t -e l j á rá s sa l képezhetők. H a n-
kén t a fc-dimenziós t é r t enge ly vektora i t v á l a s z t j u k , az e l j á rás a Gauss-el imi-
náció megfelelője lesz. K i lehet azonban m u t a t n i , hogy a számítás el lenőrzé-
séhez amúgyis szükséges m a r a d é k - (nega t ív gradiens) v e k t o r o k : 
Tj = / - z р
ы
 = 2 « i z »i ( 3 -42> 
/=1 
ugyancsak l ineár isan függe t l enek és 7í-kénti a lka lmazásukka l a G r a m — S c h m i d t 
számítási s éma n a g y m é r t é k b e n egyszerűsödik. A f o r m u l á k a t többfé leképpen is 
k i a l a k í t h a t j u k , minimál is számítás igény mel l e t t n u m e r i k u s a n leg inkább ked-
vezőnek a F l e t che r—Reeves -vá l toza t t ű n i k . Ennek képle te i [4], [7]. 
= = 7 — Z P o > 
g, = Zv, 
<*/ = ff Tjq? vi7 
Pi = Pt-i + (3.43) 
r/+1 = ri — a; 4i ' 
ßi = ff+lfi+llf* fis 
É+l = fi+l + ßi Vi, 
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Az e l j á r á s a h ibák e lkerülhete t len ha lmozódása m i a t t á l t a l ában n e m v e z e t 
к lépésben p o n t o s e redményhez , t o v á b b f o l y t a t v a a z o n b a n a maradék csök-
ken the tő , a m í g a t ovább i j a v í t á s t a h ibaha lmozódás l ehe te t l enné n e m tesz i . 
Kedvező e s e t b e n meg tö r t énhe t ( t a p a s z t a l t u k is), hogy k -ná l jóval k e v e s e b b 
lépésben igen pontos e r e d m é n y t k a p u n k . 
A módsze r helyfoglalása az expl ici t mátr ixos e l j á ráshoz képest j ó v a l 
kevesebb: a 6n m u n k a t é r m e g egy fc t e r j e d e l m ű vektor az a d a t o k n a k és e red-
ményeknek mindke t t őné l kell , sa já tos he lyfogla lásként v o l t a k é p p а и és q vek -
to rok 2к he ly igénye v e t h e t ő össze a m á t r i x k-val négyze tesen növekvő és a 
tel jes f e l a d a t n á l n-től is f ü g g ő t e r j ede lméve l . A számítás i idők egybevetése 
nehéz, m e r t a má t r ix m e g k o n s t r u á l á s á n a k és a kiküszöböléses el járás eset le-
ges i t e ra t ív j a v í t á s á n a k időigényét is v i z sgá l a tb a kell v o n n i egyfelől — szembe-
ál l í tva más ik oldalról а к lépés igen b i z o n y t a l a n u l becsülhe tő megha ladásábó l 
adódó időt is f igyelembe v e v ő igényekkel . E r r e csak azonos gépen, n a g y s z á m ú 
vezetéken v é g z e t t „összehasonl í tó l ö v é s z e t " s ta t i sz t iká ja a d h a t n a vá l a sz t , és 
ezen a je len e l j á rás nem t e k i n t h e t ő eleve esélyte lennek. 
A f e n t i e l já rás t EMG-666-os asztal i kisgépen megva lós í to t tuk , sz i lá rd-
sági számí tássa l együt t 4 egymáshoz kapcso lódó program f o r m á j á b a n , az a d a t -
á tv i te l t magnósza lag végzi. A gép 1008 r ekesze 1 — 1 12 decimális p o n t o s s á g ú 
lebegőpontos számot vagy 8 gépi u t a s í t á s t t á ro lha t . A szűk ke resz tmetsze t a 
há lóza t számí tás , ez a s z á m í t h a t ó rendszer nagyságá t 20 ág mellet t fc = 42- re 
kor lá tozza . A tárki je lölés d inamikus , k i s ebb k-nál az á g a k száma 24-ig n ő h e t 
és viszont . E z a t e r j ede lem ex t r ém ese tek tő l el tekintve a gyakor la t s z á m á r a 
elegendő. A maximál i s időigény nagy jábó l az asztali gép tő l vá rha tó k e r e t e k 
közt m a r a d (a legnagyobb n = 19, fc = 4 3 rendszer 66 pe rce t fu to t t ) . A h i b a -
ha lmozódás veszélyessége az ágak és k é n y s z e r e k számátó l együt tesen f ü g g , 
t apa s z t a l a t i a da tokbó l a szükséges lépésszám az elméleti k -va l szemben 
К ^ 0,1 (fc + n) fc (3.44) 
ér tékre becsü lhe tő , amelytő l kis rendszereknél inkább felfelé, nagyoknál i n k á b b 
lefelé adódik el térés . Az egyes lépések idő igénye mind n- tő l , mind k-tól f ü g g , 
az ágmát r ixszorzás döntő sú lya k ö v e t k e z t é b e n az elsőtől j o b b a n : 
t ^ 0,792n + 0,0543fc [ s ] . (3.45) 
Az alapul v e t t r endszerekben 1 ágra á t l agosan 2 kényszerkomponens j u t o t t , az 
ágszám t ö b b m i n t hétszeres sú lyú . A f en t i a r á n y b a n k-t k iküszöbölve és a k é t 
becslést e gybe vonva az összesí te t t időigény 
Й л 0,09 (fc + n) kn. (3.46) 
A B E A D , RUGÓ, H Á L Ó , SZIL n e v ű részprogramok b l o k k s é m á j á t a 10. 
áb ra m u t a t j a . A kon jugá l t g rad iens- i te rác ióban részletezett műve le t sorok : 
— V[1 : fc] kényszerek szerint r e d u k á l t vektor W[1 : 6*n] m u n k a t e r ü -
letre helyezése (azaz teljes h a t k o m p o n e n s ű mennyiségek so roza t ává a l ak í t á sa ) , 
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ill. a : к ] t r an sz fo rmá l t v e k t o r A[. . .] rugóá l l andók tó l függő részének be-
töl tése, ami t a R S [ . . .] rugó-szűrő leíró vezére l ; 
— R E F - c s o m ó p o n t i , W-Ъеп t á ro l t terhelések ágterheléssé összegzése 
FH[ 1 : m] f a - h u r o k v e k t o r szer in t . 
A továbbfe j l e sz tés a memória igény va lamelyes , de k-val még m i n d i g 
csak egyenesen arányos növelésével lehetséges valamilyen stabil izált k o n j u g á l t 
g rad iens—vál toza t a lka lmazásáva l (pl. Lánczos-módszer [5]). Lehetőséget ad -
h a t a j a v í t á s r a , ha t e k i n t e t b e vesszük, h o g y a u-k és r-ek sorozatára b i z o n y o s 
egyéb összefüggések is é rvényesek , t o v á b b á h a egyes k r i t i k u s részművele teke t 
dup la pon tos ságú a r i t m e t i k á v a l végzünk. A kon jugá l t gradiens módsze rek 
te rü le tén je len leg is f o lynak ku ta t á sok , n e m elképzelhetet len h a t é k o n y s á g u k 
tovább i j a v u l á s a . 
3.5. Kiegészítő megjegyzések 
Az i s m e r t e t e t t megoldás i módszer k é t alapeleme a há lóza t v a j a n g o s í t á s a 
és a k o n j u g á l t gradiensmódszer a lka lmazása a h á l ó z a t m á t r i x felírása n é l k ü l , 
előnye a számí táshoz szükséges memór iakapac i t á s lényeges csökkenése. Való-
színű, hogy a hálózat k i s ebb vá l toz ta t á sa i e lőnyösebben p r o g r a m o z h a t ó k — 
kétségtelen azonban , hogy egyaron há lóza t többfé le kényszermozgásának é r t é -
kelésére az expl ici t m á t r i x o s módszer g y o r s a b b (más kérdés , hogy ezt az i s m é t -
lési lehetőséget sok p r o g r a m nem t a r t a l m a z z a , és gyakor l a t i jelentősége sem 
t ú l nagy). 
A v a j a n g o k a lka lmazásának e lőzményei , speciális és adhoc je l leggel 
JÜRGENSONN és HAMPEL [3] módszerében meg ta l á lha tók , de nem fe j l e sz t e t t ék 
átfogó kezelési e l járássá . Általános t a r tósze rkeze t i v izsgála toknál HALL és 
WOODHEAD [9] a lkalmaz ruga lmas t a r t ó s z a k a s z elejéhez és végéhez c s a t o l t 
tetszőleges a l a k ú merev elemeket , egyazon pon tba f u t ó vá l toza tban is, de 
u tóbbiva l c s a k a két végen h a t ó terhelés egyensúlyá t és a rugalmasság leírási 
i ránytól va ló függet lenségét szemlélteti . Ugyancsak emlí t i a mát r ix ( legalábbis 
közel-)diagonális, számí tás i m u n k a és m e g h a t á r o z o t t s á g szempont jábó l elő-
nyös k i a l ak í t á sában a rugalmassági k ö z é p p o n t és sz immet r i a , ill. becslés a lap-
j á n felvet t (közelítő) fő tenge lyek szerepét . Minőségi u t a l á sokon tú lmenően csak 
síkbeli a l a k z a t o k a t t á rgya l , JÜRGENSONN megfoga lmazásához hasonlóan. Más 
i rányú á l t a lános í t ás ke re t ében LIVESLEY [10] a re fe renc iapont i terhelést és moz-
gást mint r uga lmas szakasz feszültségi és a lakvál tozás i á l l apo tá t je l lemző á l ta-
lános mennyiségek („s t ress r e su l t an t - " , „e lement de fo rma t ion v e c t o r " ) egy 
megjelenési f o r m á j á t m u t a t j a be. 
Valószínű, hogy a je len t a n u l m á n y b a n a lka lmazot t modell hasznos lehet 
más szerkezet i p rob lémák megoldásakor is , amennyiben a há lóza tv izsgá la tból 
k i ik t a t j a a t e h e r és mozgás térbeli á the lyezésből adódó vá l tozásá t . 
A k o n j u g á l t gradiens-módszer l ineár i s algebrai egyenletekre t ö r t é n ő 
a lka lmazásá t RALSTON ú g y k o m m e n t á l j a , eleganciája- és h a t é k o n y s á g á n a k 
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elismerése mel le t t , hogy a klasszikus direkt és i terációs e l já rások va lamely ike 
m i n d e n f a j t a m á t r i x t u l a j d o n s á g esetén kedvezőbb . Valószínű, hogy a vá lasz-
t o t t megközelí tés: egyenlet h e l y e t t direkt szé lsőér ték-fe ladat esetében — az 
á l ta la i smer t e t e t t ek közt — v i szon t a k o n j u g á l t gradiensmódszer a legalkal-
m a s a b b eszköz, és maga a megközelí tés a n n á l versenyképesebb lesz, miné l 
h a t é k o n y a b b á tesz ik az eszközt ú j a b b v izsgá la tok (a ké tségte len memór ia -
takarékosságon tú lmenően) . E n n e k je lentőségét kiemeli az a t ény , hogy a 
műszaki-f iz ikai p rob l émák igen széles köre foga lmazha tó m e g szélsőérték-
fe l ada tok a l a k j á b a n ; bizonyos felfogásban ez a h a g y o m á n y o s „differenciál -
egyenle tes" te rmészet le í rás á l t a l ános a l t e r n a t í v á j a lehet [8]. J a v a s l a t u n k azon-
b a n végső soron n e m a k o n j u g á l t gradiensmódszerhez kö tőd ik , hanem b á r -
milyenhez, ami a m á t r i x explicit ismerete né lkü l a lka lmazha tó . 
Szerző e h e l y ü t t is köszöne té t k íván ja k i fe jezni korreferenseinek, d r . 
BOSZNAY Ádám professzornak és d r . FEKETE J á n o s n a k , akik m u n k á j á t é r t é -
kes tanácsa ikka l és észrevételeikkel segítették. 
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Versatility in Des igning Pipline Systems, Part H — Memory-Economical Systems Calcu-
lation. — In part 1 of the present paper i t has been pointed o u t that both the direct participa-
t ion of the designer and the operative calculation demand m e a n equal mot ivat ions for the use 
of a desk calculator for the planning group. The capacity d e m a n d of the network computation 
program is considerable, in this part of the paper reduction of that is being tried. 
Planung von Rohrleitungen, 2. Teil: Speicherekonomische Netzrechnung. — Im Teil 1. 
der vorliegenden Abhandlung wurde festgesetzt , daß die Benützung einer Tischrechnenma-
schine neben der Planungsgruppe sowohl durch den unmitte lbaren Einsatz des Entwurfsbear-
beiters, als auch durch die operativen Rechnungsanforderungen der Rohrleitungsplanung 
bedingt ist. In diesem Teil der Abhandlung wird versucht die erhebliche Kapazitätsanforderung 
des Netzrechnungsprogramms zu verringern. 
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A HAZAI ÁRAMLÁSTECHNIKA NÉHÁNY 
KUTATÁSI PROBLÉMÁJA 
H E L Y Z E T K É P 
V A J N A Z O L T Á N * - S Z E N T M Â R T O N Y TIBOR** 
[Beérkezett: 1980. november 3-án] 
Jelen tanulmány négy kiragadott témán keresztül kívánja érzékeltetni az áram-
lástechnika átütőerejű előrehaladása megtorpanásának az áramló közeg mikrostruktú-
rája ismeretének hiányában rejlő okát. Áz áramlástechnikai gépek megfelelő lapátozá-
sának kialakítása és a gépekben lejátszódó áramlási viszonyok kérdése; a csővezeték-
ben, ill. csővezeték rendszerekben fellépő instacionárius jelenségek vizsgálata; az áram-
lástechnikai akusztika kérdései, valamint a folyók szennyeződésvizsgálata azok a prob-
lémák, amelyeken keresztül jól érzékelhető az egyszerűsített elméleteknek és a kiegészítő 
méréseknek szükségszerű, szoros kapcsolata, amely az ismeretek mai fokán pótolni 
hivatott a közeg mikrostruktúrájának részletes ismeretét. 
Az á ramlás techn ika igen sokré tű , nehezen l eha t á ro lha tó t u d o m á n y -
t e rü l e t gyű j tő foga lma . í g y a t a n u l m á n y u n k c ímében szereplő „ n é h á n y " 
szócskának h a n g s ú l y t kell a d n u n k : egy ilyen viszonylag r ö v i d előadásban 
v a l ó b a n csak néhány p rob léma r a g a d h a t ó ki e r rő l a h a z á n k b a n is sok helyen, 
sokak ál ta l műve l t t e rü le t rő l . 
H a v i lágviszonyla tban v izsgá l juk azt, h o g y hol is t a r t m a az áramlás-
t e c h n i k a , akkor az t kell megá l l ap í t anunk , h o g y az áramló közegek mik-
r o s t r u k t ú r á j a i smere tének h i á n y a korlátozza c s a k n e m m i n d e n téren az 
á t ü t ő e r e j ű e lőreha ladás t . Pl . az á ramló közeg belső súr lódására jellemző 
feszültségi tenzor t a laki lag helyesen fel t u d j u k í rn i o t t , ahol a súr lódásnak 
ny i lvánva ló szerepe v a n , de egy konkré t f e l a d a t n á l már n e m t u d j u k az t 
megfelelő számokka l behelye t tes í ten i elméleti v a g y megfelelően általáno-
s í t h a t ó kísérleti e r edmények h i á n y á b a n . A tu rbu lenc iáva l ma m á r elsősorban 
elmélet i f iz ikusok fogla lkoznak — de az egyes f e l a d a t o k megoldásához konk-
r é t a n a lka lmazha tó e redmények m a mégis v á r a t n a k magukra . 
A gyakor la t , az élet a z o n b a n konkré t ké rdésekre konkré t feleletet vá r 
és n e m elégedhetik meg holmi ha loga tó válasszal . I lyenkor , m i n t minden 
t u d o m á n y t e r ü l e t e n , a valóságot lehetőleg jól t ü k r ö z ő közel í tés t kell t e h á t 
a lka lmazni , ami a p rob lémák ú j a b b sorozatát i n d í t j a el. Azt ugyanis , hogy 
va l ame ly közelítés menny i re jó , á l t a lában csak mérésekkel e l lenőr izhet jük , 
v a g y egy mérésekkel m á r e l lenőrzöt t másik módszer re l való összevetéssel. 
* Dr. Vajna Zoltán BME Áramlástani Tsz. 1111 Bpes t , Műegyetem rkp. 3. 
** Prof. Dr. Szentmártony Tibor, 1118 Budapest, Ménesi ú t 68. 
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Ezek pedig további hibalehetőségeket , nem r i tkán szubjekt iv i tás t is jelent-
he tnek . 
T a n u l m á n y u n k b a n négy olyan részterület te l szere tnénk foglalkozni példa-
képpen , amelyben ezek a problémák hangsúlyozot tan je lentkeznek, b e m u t a t v a 
a ma j á r h a t ó kivezető u t a k a t is. 
Az áramlás technika egyik, h a z á n k b a n is rangos ilyen problémaköre az 
áramlás technikai gépek megfelelő lapá tozása k ia lak í tásának , a gépekben 
le já tszódó áramlási v iszonyoknak a kérdése . Ezekben a gépekben az á tá ramló 
közeg ny i lván mindig súrlódásos, a véges lapá tszám mia t t a be- és kilépő 
keresztmetszetben a sebességeloszlás a kerület men tén mindig egyenlőt len és 
a lapátosztássa l per iodikusan változó, az abszolút sebesség pedig a járókerék-
ben és ezu t án mindig instacionárius. 
Az áramlás tan impu lzusnyomaték i és energiaegyenletének felhasználá-
sával a járókerekek ú n . tu rb inaegyenle te a köve tkező a lakban í rha tó fel 
CZIBERE nyomán, részben az 1. áb rán l á t h a t ó jelölésekkel: 
[ — -f § ecdA=F Г 0 dV= Г ucugcdA. (1) 
I t t Av ill. A j a járókerék be- és ki lépő keresztmetszete 
\ k a járókerékben foglalt közegtérfogat 
с az abszolút sebesség 
S a nyomásból származó munkavégzőképesség 
g a közeg sűrűsége 
0 az átáramlás súrlódása hatására a térfogategységben ke le tkező hőteljesít-
mény 
u, ill. c u a kerületi sebesség, ill. az abszolút sebesség kerületmenti összetevője. 
A ke t tő s előjelnél a felső az erőgép ( turbina) , az alsó a munkagép (szivat tyú, 
ill. vent i lá tor) esete. Az egyenlet a z t fejezi ki, hogy pl. t u r b i n a esetében a 
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j á rókeréken á t á r a m l ó közeg e n e r g i a t a r t a l m á n a k és az á r a m l á s súrlódási hő-
t e l j e s í tményének a különbsége hasznos í t ha tó a j á róke rékben fo rgómozgás 
a l ak j ában . 
Az egész gépre (veze tő lapá tok és j á r ó k e r é k ) a mechan ika i energiák és 
a veszteségek egyensúlya í r h a t ó fel: 
— +#] ecdA = .F;.± Г 0 d V ± f u o d A + 
JfAbo+Au) ( 2 I J(v) J ( A l ) 
\VA,+ AA.) [ t + eedA ± J ( v „ ) t [ - (T + *)] ~ ÁT 
dV. (2) 
Itt az eddigi jelöléseken kívül , az 1. ábra jelöléseivel 
A be, ül. A hí a gép belépő és kilépő csonkjainak keresztmetszete 
ill. Ак
г
 a járókerék előtti, ill. utáni rés felülete 
P, a gép tengelyteljesítménye 
Ak a járókerék elő- és hátlapjának külső felülete 
V a csonkokkal lehatárolt átáramolt térfogat 
о a súrlódási tenzor 
t az idő, és 
p p a nyomás 
Az egyen le t azt fejezi k i pl . tu rb ina e se t ében (ekkor a felső előjelek é rvé -
nyesek), hogy a gépen á t á r a m l ó közeg ene rg i a t a r t a lma a t enge ly t e l j e s í tmény 
és a veszteségek fedezésére szolgál. A veszteségek az á t á r a m l á s súrlódási hő -
te l j es í tményéből , a tárcsasúr lódásból , a résveszteségből és a j á rókerék u t á n i 
sebesség- és nyomás ingadozásbó l s zá rmaznak . 
Az abszo lú t áramlás fo ly tonosságá t az egész gépre a (3) egyenlet f e j ez i 
k i , míg a j á r ó k e r é k r e a (4) egyen le t : 
Í drh = I dm ± dm = dm. + I dm = dm , (3) (Ab.) J(A,) JVA,) J(A.) JVA,) J(Akb) 
dm. = I dm. (4) 
I t t az eddigieken kívül m a t ömegá ram, és a ket tős előjelek közül a fe lső 
i smét az erőgép, az alsó a m u n k a g é p esetében érvényes. 
K o n k r é t p l . tervezési f e l a d a t o k b a n az (1) és (2) egyenle tekkel kapcsola t -
b a n máris me g j e l e n t az e m l í t e t t , az á ramló közeg m i k r o s t r u k t ú r á j á v a l k a p -
csolatos p r o b l é m a : sem a súr lódásból adódó hő te l j e s í tmény t , sem a feszültségi 
tenzorra l s z á m í t h a t ó t á rcsasúr lódás t , sem a résveszteséget s t b . nem t u d j u k 
jelenleg ténylegesen számolni, hanem csak egy-egy ha t á s fok , ill. veszteség-
tényező f o r m á j á b a n , t a p a s z t a l a t o n alapuló becsléssel, az a l a p a d a t o k módo-
s í tásán keresz tü l f igyelembe venni . Tehá t egy tervezési f e l a d a t b a n egyrészt a 
f e lve t t h a t á s f o k o k n a k és vesz teség tényezőknek kell az energiaegyensúly-
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egyenletet k ie légí teniük, másrész t az abszo lú t sebesség kerü le tment i és mer i -
dián-összetevői t kell — m i n t peremfe l té te leke t — úgy előírni , hogy azok a t e r -
vezési a l a p a d a t o k k a l e g y ü t t a tu rb inaegyen le te t és a folytonossági f e l t é te leke t 
kielégítsék. E z t pedig e lmondan i lényegesen egyszerűbb, m i n t megvalós í tan i . 
Még nehezebb helyzet te l kerü lünk szembe akkor , a m i k o r egy b e l a p á t o z o t t 
térrészben (pl . j á r ó k e r é k b e n vagy t e re lő lapá t -koszorúban) kell az á r a m k é p e t 
m e g h a t á r o z n u n k . Je lenlegi ismereti s z i n t ü n k ö n t e h á t kényszerű egyszerű-
sítésekkel kel l é lnünk. Számí tása ink f o l y a m á n az á t á r a m l ó közeget súr lódás-
mentesnek, a te re lő lapá t -koszorúban az abszolút sebességet , a j á r ó k e r é k b e n 
pedig a r e l a t í v sebességet kell s t ac ionár iusnak t e k i n t e n ü n k . Ha ezekke l a 
jelentős egyszerűsí tésekkel í r j uk fel a m o s t már é rvényes Euler-féle mozgás-
egyenletet , akkor e r e d m é n y ü l a t e re lő lapá tkoszorúra : a 
r o t c x c = f — g r a d I — + $ 1 , (5) 
míg a j á róke rék re : a 
r o t с X w = f — g r a d I — + S? — со rcu I ( 6 ) 
egyenletet k a p j u k , 
ahol 
с, ill. w az abszolút , ill. relatív sebesség, 
f a tömegegységre eső térerő és 
со a f orgó kerék szögsebessége. 
A fe lada t l á t h a t ó a n háromdimenziós és a kon t inu i t ás i egyenleteket is f igye -
lembe v é v e a megoldás igen jelentős m a t e m a t i k a i nehézségeket okoz. A t ény -
leges számí tások ezért t o v á b b i egyszerűsí tés t igényelnek: 
H a t á r o z z u k meg a mer id iáns íkban az á r a m v o n a l a k a t végtelen l a p á t -
szám, t e h á t hengersz immet r ia fel tételezésével , m a j d ezek közül n é h á n y o n 
fek tessünk á t olyan forgásfe lü le teket , ame lyek a l a p á t o z o t t kereket megfelelő 
részkerekekre b o n t j á k . E z e n részkerekek célszerű k ivá lasz tásáva l és egy koor-
d iná ta rendszer t ranszformác ióva l az ezeken belüli á ramlás s í k á r a m l á s n a k 
t e k i n t h e t ő és a l k a l m a z h a t ó a l apá tozás számí tására a jelenleg legkorszerűbb 
módszer, az ún. h id rod inamika i sz ingular i tások módszere . Ennek l ényege az 
— min t az valószínűleg sokak által i smere tes —, hogy a l apá toka t m a t e m a t i -
kailag o lyan a lka lmasan megválasz to t t sz ingular i tásrendszerre l h e l y e t t e s í t j ü k , 
amelynek ha t á sá t a tényleges a l apá ramlás r a szuperponá lva a l a p á t k o n t ú r -
vonalak á r a m v o n a l a k n a k adódnak, azaz az eredő á r a m k é p relat ív sebesség-
megoszlásának a l apá t fe lü le t re merőleges összetevője zérus. Ezek a szingula-
r i tások lehe tnek csak elemi örvényekből vagy örvényekből , f o r r á sokbó l és 
nyelőkből álló megoszlások, amelyeket tervezési f e l a d a t o k b a n az edd ig i ered-
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menye inkbő l l eveze the tő differenciálegyenlet megoldásához fel kell venni , ill. 
ame lyeke t a sebességtér számí tásá t szolgáló ű n . ellenőrző f e l a d a t o k b a n a le-
v e z e t h e t ő in tegrá legycnle t megoldása e redményül szolgál tat . A l apá tozás t 
egy szingular i tás-rendszerrel he lye t tes í tve , a mer id iáná ramlás örvényes és a 
végte lennek t e k i n t e t t l apá t szám f o l y t á n hengersz immetr ikus lesz. 
Mint ismeretes , i lyenkor egy y á r a m f ü g g v é n y def in iá lha tó , amelynek ki 
kell elégítenie e lőbbiek szerint a 
№ № T dr 9 w 
Poisson-egyenletet az ado t t peremfel té te lek mel le t t . I t t r a sugár i rányú , s a 
t enge ly i rányú és cp a kerüle t men t i koord iná ta . 
Az e lmondo t t ak szerint i t t egy iterációs e l j á rás váza b o n t a k o z o t t k i : 
a Poisson-egyenlet megoldásához — a peremfel té te lek rögzítése mel le t t — 
i s m e r n ü n k kellene m á r a l apá tozás t , hogy az az t he lye t tes í tő örvényrendszer-
ből a re la t ív sebesség ro tác ió jának q> i rányú összetevője ( tehá t a 7. egyenlet 
j o b b oldala) s z á m í t h a t ó legyen. K o r á b b a n viszont az t m o n d t u k , hogy a meri-
d i áná ramvona l ak megha tá rozása teszi lehetővé a részkerekekre való bon t á s t 
és azokon belül a l apá tozásnak a szingular i tások módszerével való számí tásá t . 
Célszerűen tehát ú g y j á r h a t u n k el, hogy egy (pl. zé rusnak) fe lve t t (7) egyenlet-
jobbolda l la l megha t á rozzuk a rp = á l landóval j e l l emze t t mer id i áná ramvona lak 
egy első közelítését, ki je löl jük a részkerekeket , ezeken belül megha tá rozzuk 
a rész lapá tok a l a k j á n a k egy első közelí tését , m a j d ezek a l ap ján mos t m á r a 
(7) egyenle t jobb o lda l ának egy másod ik közelí tését és így t o v á b b mindaddig , 
amíg a k a p o t t e l térések elegendően kicsire vá l a sz to t t h a t á r a l a t t nem marad -
n a k . 
I t t ú j r a az a l k a l m a z o t t á r a m l á s t a n egy gyakor i p r o b l é m á j á b a ü t k ö z ü n k : 
a f e l a d a t összetettsége fo ly tán n e m b izony í tha tó elméleti leg az e l járás konver-
genciá ja és csak t a p a s z t a l a t a i n k r a h i v a t k o z h a t u n k , amikor i t t az t á l l í t juk , 
hogy ez a módszer konvergens . A háromdimenziós f e l ada t megoldásá t így ké t 
ké td imenziós fe lada t összekapcsolt megoldásával köze l í t e t tük . 
A m í g tehá t a fö lvázol t módon egy á ramlás technika i gép térbel i lapá to-
zását részekből f e l fűzve e lőál l í to t tuk, valóban számos egyszerűsítésre kény-
sze rü l tünk . Nyi lván jogos kérdés a közelítések jó sága , ill. az e lhanyagolások 
jogossága . Erre pedig ismereteink jelenlegi fokán egyet len módon a d h a t u n k 
csak vá la sz t : az így elkészítet t gépe t gondosan l egyár tva méréseket kell 
végeznünk és megá l l ap í t anunk , hogy a pl . így t e r v e z e t t gép az előírt a lapada-
t o k n a k mennyiben felel meg. Az ez i rányú , több év t i zed óta végzet t k u t a t á s o k 
éppen azér t i ndoko l t ak , mer t a v izsgála tok azt m u t a t t á k , hogy az e lhanya-
golások egy része c sak bizonyos a l a p a d a t i n t e rva l l umban engedhe tők meg és 
ezen be lü l is csak b izonyos kiinduló geometr ia i p a r a m é t e r e k mel le t t . 
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Mindez az t b izony í t j a , hogy ma i i smerete ink mel le t t korszerű áramlás-
t echn ika i gépet kifej leszteni csak megfelelő elméleti i smeretekkel és az azokat 
kiegészí tő bőséges gyakor la t i t a p a s z t a l a t o k k a l lehet . 
A hazai k u t a t á s o k egyik egyre n ö v e k v ő je lentőségű p r o b l é m á j a a hosszú 
csőveze tékekben, ill. az i lyenekből álló rendszerekben fellépő instacionárius 
je lenségek elmélet i és kísérleti v izsgá la ta . A korszerűsí tés és energiagondok 
köve tkez t ében egyre t öbb olaj , gáz és víz t ávveze t ék épül, és ezekben vala-
mi lyen gyors b e a v a t k o z á s törésre v a g y más veszélyes helyzetre is veze the tő 
nyomáshullámokat ger jesz thet . Í g y pl . egy t á v f ű t é s i rendszerben egy áram-
k i m a r a d á s m i a t t i sz ivat tyúleál lás csőtörésre, egy gázzal f ű t ö t t f ű t ő m ű kiesése 
a kö rnyék l a k á s a i b a n a gyú j tó l ángok kioltására és így u tó lag robbanások ra 
veze the t . 
H a egy csőben fel is té te lezzük a t enge lysz immet r ia te l jesülését , a fe ladat 
m é g mindig ké td imenziós . Az axiál is sebesség sugá r i r ányú vál tozása és a sugár-
i r á n y ú sebességkomponens ny i l ván csak a súr lódás köve tkezménye — ezzel 
kapcso l a tban pedig már megá l l ap í to t t uk , hogy igen kevés mé ly reha tó ismeret-
t e l rende lkezünk. Még laminár is á r a m l á s b a n is csak kísérletileg megá l lap í to t t 
globális csősúrlódási tényezővel t u d u n k számolni, t u rbu lens á r a m l á s b a n — ami 
a gyakor ibb — m é g a kísérleti a d a t o k is igen b izonyta lanok . Mivel a tengely-
i r á n y ú sebesség és annak t enge ly i r ányú vál tozása a t apasz t a l a t szer in t lénye-
gesen nagyobb , m i n t a megfelelő sugá r i r ányú é r t ékek — és ugyanez áll a 
t ö b b i p a r a m é t e r r e is —, ezért m é g a probléma m a t e m a t i k a i megfoga lmazása 
e lő t t h a n y a g o l j u k el a sugá r i r ányú komponenseke t és vá l tozásoka t . Felada-
t u n k a t így a t é r b e n egydimenzióssá egyszerűs í t e t tük . A súr lódás t m i n t vesz-
teségforrás t n e m hanyago l tuk el, csak egyszerűbben kezelhetővé t e t t ü k össz-
h a n g b a n az i smerete inkkel . 
E g y pl. gázvezetékben h a t o lyan mennyiség van , me lynek így a hely 
(x) és az idő (t) szerint i vá l tozásá t i smernünk kell, а с sebesség, a p nyomás , 
a T abszolút hőmérsékle t , az s en t róp ia , az и belső energia és a g sűrűség. Az 
á l ta lános gáz tö rvény , a t e r m o d i n a m i k a első fő té te le és az en t róp ia def iníciója 
csak három á r a m l á s t a n i egyenlet fe l í rásá t teszi szükségessé. E z e k a kont inu-
i tás i egyenlet 
a mozgásegyenle t 
és az energiaegyenlet 
R 
— + c — + J - ^ - + cA|c| = 0 (9) 
dt dx Q dx ' 1 
x — 1 
дт , дТ 
+ с-dt дх e1 ,2 dt dx 
c2 A |c| = 0 . (10) 
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I t t m á r R a gázál landó, x az á l l andó nyomáson és ál landó t é r f o g a t o n mért 
f a j h ő hányadosa és A a m á r h i v a t k o z o t t csősúrlódási együ t tha tó . 
A A, — szoros kapcso l a tban lévén a fa lment i c súsz t a tó feszültséggel, az pedig 
a sebességgradienssel — időben gyorsan változó jelenségeknél b iz tosan nem 
ál landó — vál tozásáról azonban o lyan keveset t u d u n k , hogy i n k á b b elhanya-
gol juk . Egyenle te ink hiperbol ikus differenciál-egyenletrendszer t a l k o t n a k . 
A közismert ka r ak t e r i s z t i kák módszerét k ö v e t v e három karak te r i sz t ika -
vonalsereget h a t á r o z h a t u n k meg az (x-t) síkon: k e t t ő t a Mach-vonalak , egyet 
a részecske pályák a l k o t n a k . Ha egyenleteinket a ka rak te r i sz t ika vona lakra 
t r an sz fo rmá l juk , a k k o r az alábbi egyenle teket k a p j u k : 
— = с + « ; — - c l c A | c | d í = 0 , 
dt да ( a 
dx dc+^P-
dt да 
dx , c2 A le I
 T 
= c; as — — dt, 
dt T 
л




ahol eddigi jelöléseinken k ívül a a hangsebesség. Legu to l só egyenle tünkből jól 
l á t h a t ó , hogy ha a sú r lódás t e lhanyagol juk , akkor ezzel az á l lapotvál tozáso-
k a t i zen t rop ikusnak t e k i n t j ü k . 
Egyen le t r endsze rünknek — egészen speciálisan egyszerű ese tek tő l el-
t ek in tve nincs zárt a l a k ú megoldása, így valóságos p r o b l é m á k ese tében mindig 
csak nume r ikus u t a k a t j á r h a t u n k . E d d i g úgy t ű n h e t , hogy a súrlódással 
kapcsola tos p rob lémá ink tó l e l tek in tve nem okozhat gondot va lame ly fe ladat 
megoldása . Nem beszé l tünk azonban eddig a peremfel té te lekrő l , a súlyos 
p rob l émák pedig éppen i t t lépnek fel. 
V a n néhány a lapese t (lezárt csővég, beszívás, ill. k i fúvás a csővégen stb.), 
amelyek n e m okoznak gondot . De a valóságos f e l a d a t o k nagy részében csak 
igen egyszerűsí te t t , ideal izá l t módon t u d j u k a peremfe l té te leke t megfogal-
mazni . T ip ikus pé ldaképpen csak k é t i lyen esetet e m l í t ü n k . Az egyik a cső-
h á l ó z a t b a n szükségképpen előforduló elágazás. I s m é t a m i k r o s t r u k t ú r a isme-
re tének h i ányában csak egy globális veszteségi t ényező t de f in i á lha tunk , amely-
re a z o n b a n mérési e r edménye ink is csak igen nagy lépcsőzéssel v a n n a k — a 
veszteségek l é t r e jö t t ének pontos mechanizmusáró l azonban semmi érdem-
legeset sem t u d u n k . Márped ig ny i lvánva ló , hogy az á r a m k é p , a ref lexiók kiala-
k u l á s á b a n ez u t ó b b i n a k dön tő szerepe van . T a p a s z t a l a t a i n k egyér te lműen 
b i zony í t j ák , hogy az e lágazás paraméte re inek k i s m é r t é k ű vá l t oz t a t á sa a 
számí tás i e redményeke t je lentősen befolyásol ja . 
Második pé ldaként eml í tenénk egy au toma t ikus n y o m á s c s ö k k e n t ő szele-
pe t . E n n e k legszűkebb ke resz tme t sze tében á l ta lában hangsebesség lép fel és 
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az expanzió ún . Mach-hu l lámokon á t megy végbe. I lyen sze lepben is lépnek 
fel veszteségek, re f lex iók , de hogy mikén t , az t n e m ismer jük , és így jelenlegi 
i smere te ink f o k á n ezeket és az e x p a n z i ó lefolyását csak igen leegyszerűs í te t ten 
t u d j u k f igyelembe venni . Azt h i s szük , világosan l á t ha tó , hogy ezek a prob-
l é m á k i t t is csak méréseken a lapu ló , ill. azokkal igazolt egyszerűs í tő feltevé-
sekke l küszöbölhe tők ki: pl. a szelep esetében a szelepelmozdulás függvé-
n y é b e n s ta t ikus v izsgá la t ta l m e g h a t á r o z h a t ó á t fo lyó t ö m e g á r a m ismerete a 
kon t r akc ió je lenségének beha tó v izsgála tá t mel lőzhetővé tesz i és így fel-
é p í t h e t ő egy (a gyakor la t s z á m á r a már kielégí tő pontosságú) mechanikai 
model l . 
A most t á r g y a l t p rob lémakörhöz hasonlóan az á ramlás techn ika egyik 
é rdekes ha t á r t e rü l e t e , az á ramlás techn ika i a k u s z t i k a is felfelé ívelő, ami ter-
mészetesen n e m függet len az egyre nagyobb hangsú ly t kapó környeze tvéde-
lemtő l . Űgy gondol juk , hogy ez a t émakör t a l á n még idegenebb , ezért egy 
k ics i t megpróbá l juk összefoglalni, h o g y mit is é r t ü n k ezen. Az á ramlás techni -
k a i akusz t ika az á ramláse rede tű hangfo r rásokka l és az ilyen e rede tű zajok 
csi l lapítási kérdéseivel foglalkozik. Érdekes m ó d o n á ramláse rede tű hangforrá-
sokka l a klasszikus f izika alig foglalkozot t . Gyakor la t i lag c s u p á n a zenei 
h a n g o k e lőál l í tásának — t e h á t a t i sz ta hangok ger jesztésének mechan izmusa 
á l l t az érdeklődés k ö z é p p o n t j á b a n . Ami a h a n g te r jedésé t i l let i , ezen a té ren 
is csak a n y u g v ó közegben va ló te r jedés t v izsgá l ták . Egydimenziós , 0.1-es 
Mach-szám a la t t i á ramlások e se t ében is még jó l haszná lha tó vo l t a klasszikus 
a k u s z t i k á b a n is i smer t és az e l ek t ro -akusz t ikában is már s ikerrel a lka lmazot t 
ú n . transzmisszió elmélet. Ez az elmélet a v i l lamos t ávveze t ék differenciál-
egyenle tének és az akuszt ikai egydimenziós veszteségmentes csőáramlás össze-
függéseinek ana lóg iá ja a l ap ján a villamos impedanc iához hason ló akuszt ikai 
impedanc i ákka l számol. A s z á m í t o t t és mér t e redmények jó l egyeztek és a 
módszer műszak i szempontból is hasznosnak ígérkezet t k ipufogócsi l lapí tók 
számí tásakor . H a azonban a Mach-szám n a g y o b b , mint 0.1 — min t ahogy 
á l t a l ában i n k á b b ez a helyzet a k ipufogók üzemében —, a k k o r m i n d a csilla-
p í t á s nagysága , m i n d a f rekvenc ia mene t s z á m í t o t t értékei e l t é r n e k a mérések 
eredményei tő l . 
A t i sz tán á ramlás e rede tű za jok m a t e m a t i k a i modell je t e h á t tel jesen 
h i ányzo t t . 
LIGHTHILL az 1950-es évek elején az á r a m l á s t a n tömeg- és impulzuskon-
t inu i t á s i egyenlete iből a k lassz ikus akuszt ika homogén dif ferenciálegyenlete 
h e l y e t t egy inhomogén egyenle te t vezete t t le a gázá l lapot -egyenle t felhaszná-
lásával , ame lynek végső a l a k j a az akusz t ikában á l ta lánosan haszná l t Ricci-
ka lku lus a lka lmazásáva l : 
1 d2p d2p _ d2 T t dF. ж (14) 
à2 dt2 dxf dxidxj 
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a hang terjedési sebessége 
a nyomás 
a vizsgált pont helyvektora 
az idő 
= Qcic]~rij 
= f( + m Cj 
az áramló részecske sebességvektora 
a feszültségtenzor 
a tömegegységre eső térerő 
a tömegáram 
a sűrűség 
Ebből az alapegyenletből képezhető a Kirchhoff-féle in tegrá legyenle t : 
'<*<•*> - r - f f ^ « ч 
4 я I J(v) r dt J(A) r dt 
~ T - f -F,dV + -^-[ - (Pi + Qcicn)dA + 
àxtJ(v) r dXiJ (A) r 
+ s s 7 í ± r ' " " ï <15> 
ahol az előbbieken kívül 
P, = nßtj p — rß 
V = a hangkeltő térrészre redukálható végtelen tér 
nj = a felületi normális 
6 í j — a Kronecker-szimbólum 
A = а szilárd felületek а V térrészben 
г = a vizsgált pont távolsága a hangforrástól 
c„ = a felületekre merőleges sebességkomponenst jelenti. 
Ez az integrálegyenlet rendkívül i je lentőségű, mert m i n d e n áramláseredetű 
akuszt ikai jelenséget t a r t a l m a z . Je lentőségét emeli az a t ény , hogy k i m u t a t -
ha tóan az első sor akusz t ika i monopolus t , a második dipólust , a h a r m a d i k 
quadrupolus t reprezentál , t e h á t az összes akusztikai sugárzó-a lapt ípus t tar-
ta lmazza. Ezzel sikerült az áramlási hangke l tő jelenségeket akusztikai szingu-. 
lar i tásokkal helyettesí teni s a vizsgált t e r e t a klasszikus akuszt ika módszerei-
vel t á rgya ln i . 
A za jke l tő források alapt ípusairól megjegyzendő, hogy monopolus az 
olyan za j for rás , amely m i n t egy lélegző gömb gömbhul lámokat kelt. Dipólus 
például egy lemez, ami ú g y rezeg, hogy amikor az egy ik oldalán t ú l n y o m á s 
keletkezik, akkor a másik oldalon depresszió jön létre. E z két, el lenfázisban 
dolgozó monopolust je lent , igen közel egymáshoz. Aquadrupolus két, egymás tó l 
90°-kal e l forgato t t dipólus, ennek megfelelően a hu l l ámalak síkmetszete ké t , 
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Természetesen, mint első k é t pé ldánkná l , az in tegrá legyenle tben is 
egy -egy egyszerű a l akú k i fe jezés t igen sok egyszerűsí tő fel tevéssel , méréssel 
megá l l ap í to t t összefüggéssel l e h e t csak a g y a k o r l a t b a n t a r t a l o m m a l meg-
t ö l t e n i — ismét a részletek i s m e r e t e h i á n y á b a n . H a pl. v a l a m e l y axiális ven t i -
l á t o r zajkel tését v izsgál juk, a z t t a lá l juk , h o g y az különböző hangfor rásokra 
v e z e t h e t ő vissza. A lapá tsorok e g y m á s r a h a t á s a , a tu rbulens m e g f ű v á s dipólus 
j e l l egű zaj forrás . Erősségük csökkentése b i zonyos kons t rukc iós meggondolá-
s o k k a l lehetséges. A j á rókerék lapá tokró l leúszó sz tohasz t ikus jellegű örvény-
so r örvénykéi j e l en ték te len h a n g t e l j e s í t m é n y s z i n t e t sugárzó quadrupolus sugár-
z ó k . A Thomson-fé le ö rvény té t e l szerint a z o n b a n minden leúszó kis ö rvény 
— v i s szaha tá skén t — ci rkulációvál tozás t , t e h á t nyomás ingadozás t okoz a 
l a p á t o n . Az így ke le tkező h a n g o t n y o m z a j n a k nevezik. 
Ez a n y o m z a j — melyet t e h á t a kis elemi quadrupo lusbó l álló, összességé-
ben dipólus j e l l egű leúszó ö r v é n y s o r sugároz, ismereteink jelenlegi fokán el-
ke rü lhe te t l ennek t ek in the tő , m i v e l olyan je lenség ve le j á ró ja , amely a gép 
h a t á s o s m ű k ö d é s é t b iz tos í t ja á r amlás t echn ika i szempontból . Í g y , ha m i n d e n 
z a j t meg is t u d n á n k szünte tn i , a nyomza jbó l eredő hangte l jes í tménysz in t az 
a minimális sz in t , amely a d o t t á r amlás t echn ika i jellemzők me l l e t t egy axiál is 
ven t i l á to ron e lv i leg elérhető. H a z a i k u t a t á s o k e r edményeképpen sikerült a 
m á r említet t egyenle tekre é p ü l ő gondola tsorra l egy, a gyakor l a t s z á m á r a 
egyszerűen h a s z n á l h a t ó összefüggés t felépíteni: 
Lprtn = 27 + 10 log V + 23 log APö [dB], (16) 
a h o l V a szá l l í to t t t é r f o g a t á r a m m3 /s-ban, Apö a létesí tet t össznyomás-növeke-
d é s Pascalban. A t u d o m á n y és az empíria é rdekes t a l á lkozásá t m u t a t j a , h o g y 
a műszaki é l e tben eddig jól b e v á l t t apasz ta la t i képle t a k ö v e t k e z ő volt : 
Lpm* = 40±* + 10 log V + 20 log APö [dB]. (17) 
A z első ál landó a lsó ér tékével (36) a nyer t t e l j e s í tménysz in t az el ter jedt ko r -
s z e r ű ipari ax iá l i s ven t i l á to rokon jól megközel í t i az e lmélet i ér téket . Az első 
á l l andó v i szony lag nagy e l t é ré sé t ugyanis kompenzá l j a a második e l lentétes 
i r á n y ú eltérése. 
Valamely ven t i l á to r a z o n b a n á l ta lában csővezetékre dolgozik, így azza l 
s z é t v á l a s z t h a t a t l a n akusz t ika i egységet képez . A hangfor rás hang te l j e s í tmény 
mérése — t e h á t a csővezeték végén mérhe tő hangte l j e s í tménysz in t — c s a k 
ezen tény f igye lembevéte léve l ér tékelhető. Az á r amlásakusz t i ka i összefüggések 
i t t k o m b i n á l ó d n a k a klasszikus akuszt ika t ranszmissz ió-vonal összefüggéseivel. 
Az á t m e n e t a szabad té r i és a csőben elhelyezett h a n g f o r r á s viselkedése 
k ö z ö t t ma m é g t u d o m á n y o s m a g y a r á z a t r a szoru l . A szabad t é r b e n mért négy -
szög-keresz tmetszerű rúd, t e h á t ezen igen egyszerű tes t za jke l tése is az t az 
é rdekes e r e d m é n y t hozta, h o g y a lapsíkhoz m é r t 15°-os megfúvás i ál lásszög 
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mel le t t vol t a za j maximális, ho lo t t az ellenállás és f e lha j t óe rő i t t a minimális. 
Áramlás t echn ika i mérésekkel s ikerül t u g y a n k i m u t a t n i , hogy i lyen megfúvás 
mel le t t v a n a felületi nyomás ingadozás m a x i m u m a , de a rezgésszám — vagy 
he lyesebben a jel lemző S t rouha l - szám — a kel te t t h a n g n á l és a nyomás inga-
dozásná l el térő volt . H a ezzel a r ú d d a l modellezzük, m i n t egyszerű zaj forrássa l , 
a s z a b a d b a n , ill. csőben va ló sugárzás t is, akkor azt t a p a s z t a l j u k , h o g y a ruda t 
kü lönböző helyekre i l lesztve a csőben különböző hang t e l j e s í tménysz in t sugár-
zás t r eg i sz t rá lha tunk . 
Még szabadban álló r ú d ese tében sem ad az e lméle t megfelelő felvilágo-
s í t á s t a r r a nézve, hogy a p r imer hangfo r r á s va jon a n y o m vagy a n n a k vissza-
h a t á s a . A csőben viszont még az akusz t ika i rendszer össze te t t t u l a jdonsága i is 
b o n y o l í t j á k ezt az a m ú g y sem t isz ta k é p e t . 
Az á r amlá s t echn ikának ezen a ha t á r t e rü l e t én t e h á t t a l án még hangsúlyo-
z o t t a b b a n t a p a s z t a l h a t j u k az t , hogy a jelenleg rendelkezésre álló elméleti 
a lapok b á r igen hasznos ú t m u t a t ó k , gyakor la t i a lka lmazásukhoz m é g igen sok 
akusz t ika i és ezzel e g y ü t t végzet t á ramlás tan i mérés i t a p a s z t a l a t r a van 
szükség. 
A környeze tvéde lem ad k imagas ló jelentőséget a folyók szennyeződés-
v izsgá la ta inak is. Áramlás t echn ika i szempontból é rdekes , de u g y a n a k k o r 
r e n d k í v ü l bonyolul t p r o b l é m a i t t a beveze te t t szennyeződések elkeveredésé-
nek , szét terülésének v izsgá la ta . A fo lyókba ugyan i s valahol beveze t ik a 
szennyeződéseket , másho l különböző célra vízkivétel i művet lé tes í tenek. 
E lőbb inek u tóbb i ra gyakoro l t h a t á s a az, ami indoko l j a az ilyen p rob lémák 
v izsgá la tá t . A fe ladat t e h á t а с koncent rác ió megha tá rozása a hely és i d ő függ-
vényében , a vizsgált t a r t o m á n y b a n . E h h e z a mozgás- és kon t inu i t ás egyen-
le ten k ívü l — f igye lembe véve, hogy a legtöbb ese tben turbulens á ramlásró l 
van szó — a tu rbu lens di f fúzió egyenle té t (más néven a t r anszpor t egyenle te t ) 
h a s z n á l h a t n á n k fel, t e l jes há romdimenz iós p o m p á j á b a n és a teljes remény-
telenség érzésével. Igen sok próbá lkozás t ö r t é n t már ezen a téren, de a há rom 
egyenlet együ t tes megoldása csak egészen speciális — t e h á t a valóságtól távol-
álló — esetekben s ikerül t . Kiveze tő ú t n a k ismét az e lmélet és a kiegészítő 
mérések összekapcsolása lá t sz ik : csak a t ranszpor t egyen le t t e l foglalkozni , és 
az a b b a n szereplő e g y ü t t h a t ó k a t (diffúziós tényezőket s tb . ) e lőszámításokból , 
mérésekből , empir ikus összefüggésekből i smertnek t é te lezn i fel. A cél ekkor 
o lyan megoldás lehet , ame ly lehetőleg kevés tovább i megkötés t t a r t a l m a z a 
peremmel , peremfel té te lekkel és az e g y ü t t h a t ó k változásával kapcso l a tban . 
Még i lyen körü lmények k ö z ö t t is t o v á b b i egyszerűsí tésekre kénysze rü lünk : 
legyen az á ramlás s tac ionár ius , és mivel a folyók vízmélysége á l t a l ában jelen-
tősen k i sebb szélességüknél és a vizsgálat i szakasz hosszáná l , a leíró egyenlet 
függély m e n t é n in tegrá l t a l a k j á t , az ún . tu rbulens diszperzió egyenle té t hasz-
n á l j u k fel. A közelítés pontossága erősebb kanya rok közelében r o h a m o s a n 
csökken, o t t a jelenség a lapve tően háromdimenziós . 
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A turbulens diszperzió m á s o d r e n d ű , pa rabo l ikus differenciálegyenlete t e t -
szőleges , görbe v o n a l ú , or togonál is koord iná ta rendszerben : 
û g 







ду [Ну Уду, 
(18) 
a h o l с, vx és vy m á r a már e m l í t e t t koncent rác ió , illetve sebességösszetevők 
időbe l i és mélységbeli in tegrá lá t l aga i , Dx, Dy a diszperziós t é n y e z ő k , h a víz-
mé lység , Hx és Ну a Lamé-féle tényezők. Lényegesen egyszerűs í the tő a t á r -
gya lá smód , ha a k o o r d i n á t a r e n d s z e r t speciálisan vá la sz t juk m e g , legyen az 
e g y (s, b) rendszer , ahol s a v vek to rmező á r amvona la iva l egyezzen meg, b 
p e d i g az ezekre merőleges k o o r d i n á t a . K i m u t a t h a t ó , hogy a hossz i rányú disz-
p e r z i ó a kereszt i rányúhoz k é p e s t e lhanyagolha tó , így a f e l a d a t megfogalma-
z á s a most már a pe remfe l t é t e l ekke l együtt a köve tkező : 
j-(HbhVsc) H°hD, dc 
1 dc 
1 db 6 = 0 l db) 
H b 
= 0 , 
s 
c (o , 6) = f ( b ) . 
db 
( 1 9 ) 
(20) 
(21) 
SOMLYÓDY n y o m a i t k ö v e t v e vezessük be az igen szellemes a n y a g á r a m -
v o n a l fogalmát . E r r e a kézen fekvő alapot a 
div {h • J) = 0 (22) 
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kon t inu i t á s i egyenle tek közöt t i a l ak i hasonlóság n y ú j t , ahol J = с • v az 
anyagá ramsűrűség i v e k t o r . Az a n y a g á r a m v o n a l je l lemzője , hogy a n n a k min-
den p o n t j á b a n az é r i n t ő és a J v e k t o r egybeesik, és az érintőre merőlegesen 
a n y a g á t a d á s nincs (2. ábra ) . 
E b b ő l az a szét terülés i szögre, a m e l y b i zony í tha tóan mindig hegyesszög 
Hs Db de Hs Db d , 
t a n oc oá - ex 2 - — — I n c . (23) 
Hb cvs db Hb vs db 
E n n e k , va l amin t az a n y a g á r a m v o n a l r a merőlegesen zérus a n y a g á t a d á s fel-
té te léből levezethető 
m(b) e x Г hcvs Hb db ; dm = 0 (24) 
Jo 
egyenle tnek a megoldása egyenér tékű a fe ladat eredet i differenciálegyenleté-
nek a megoldásával , de anná l t ö b b e t mond a r e n d k í v ü l szemléletes anyag-
á r a m v o n a l a k megadásáva l , amely é r tékes képet n y ú j t az e lkeveredés folya-
m a t á r ó l . A beveze te t t , pl. szennyvíz a bevezetés he lyétő l induló, szélesedő 
csóvát a l ko tva t e rü l szét a befogadó fo lyóban : a csóva széleit egy-egy anyag-
á r a m v o n a l ha tá ro l j a . E z e k az e lkeveredés fo lyamán fokoza tosan közelednek 
a p a r t h o z , m a j d a peremfel té tel le l összhangban ahhoz hozzá is s i m u l n a k . Ez t 
köve tően a par tok m o s t m á r nemcsak á r amvona l ak , h a n e m a n y a g á r a m v o n a l a k 
is. Mivel k é t szomszédos, tetszőlegesen ki je löl t a n y a g á r a m v o n a l közö t t ér telem-
szerűen mindig azonos anyag á raml ik , a koncent rác ió hosszmenti vá l tozásá t 
a v í z h o z a m anyagá ramcsövön belüli módosulása idézi elő. A kiegyenl í tődéshez 
közeledve az a n y a g á r a m v o n a l a k az á r a m v o n a l a k h o z t a r t a n a k . 
A fe l ada t megoldására k idolgozot t numer ikus e l j á rás a véges differen-
ciák módszerén alapszik, amelyben a pontk iosz tás n e m ekvidisz tans , hanem 
a számí t á s e r edményekén t , a f o l y a m a t jellegétől függően adódik k i . í g y a 
n a g y o b b koncent rác ió vál tozások jó l köve the tők . 
Az elméletileg számol t e r e d m é n y e k e t mérésekkel ellenőrizve t ö b b , egy-
más tó l erősen eltérő ese tben is igen j ó egyezéseket t a l á l t u n k . 
Az előbb a t r a n s z p o r t egyenle t re koncen t rá lva az t m o n d t u k , hogy az 
a b b a n szereplő sebességösszetevőket , diszperziós t ényezőke t i s m e r t n e k téte-
lezzük fel . Ezeknek a megál lap í tása a z o n b a n k o r á n t s e m egyszerű. A sebesség-
össze tevőket model lkísér le t te l v a g y az első t é m á n k k a l kapcso l a tban alkal-
m a z o t t á r a m v o n a l számí tássa l lehet egyszerűbb ese tekben jó közelí téssel meg-
ha t á rozn i . A diszperziós tényezővel kapcso la tban a f e lada t tó l f ü g g ő e n két-
lehe tőségünk van. Az egyik, liogy a k idolgozot t számos empir ikus összefüggés 
egyikét a lka lmazzuk . A másik, de lényegesen köl tségesebb lehetőség az , hogy 
ha v a l a m e l y folyó hosszú szakaszára a k a r j u k a s zámí t á soka t elvégezni, akkor 
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a szakaszon belül n é h á n y he lyen helyszíni méréseke t végzünk , m a j d az el-
m o n d o t t módszer megfo rd í t á sáva l megha tá rozzuk a diszperziós t ényezőke t . 
V é g ü l az így k a p o t t ér tékek k ö z ö t t i n t e rpo lá lga tva a lka lmazzuk az egész folyó-
s z a k a s z r a az e rede t i módszer t . 
Az á ramlás techn ika i k u t a t á s o k ezen r ö v i d e n vázolt négy problémaköré-
bő l , úgy véljük, l e v o n h a t j u k a z t a köve tkez te té s t , hogy o t t , aho l a jelenségek 
p o n t o s összefüggéseinek le í rásához a m i k r o s t r u k t ú r a részletes i smere tére volna 
szükség , a kénysze rű egyszerűsí tésekkel élő e lméle t és a valóság közöt t i h ida t 
c s a k az igen kö rü l t ek in tően , a l aposan végze t t mérések a l k o t h a t j á k ezen a 
t e r ü l e t e n éppúgy, m i n t — azt h i sszük — a m e c h a n i k a c saknem minden te rü-
l e t é n . 
Some Research Problems of the Flaw Technics in Hungary. — The present paper 
tries to make understand through four selected subjects t h a t the motive, w h y the fluid mecha-
uics is behind in v igorous progress, resides in the lack of knowledge of the microstructure of 
the flowing medium. The calculation of the blading of t h e turbomachines and that of the 
f l o w conditions; invest igation of the unsteady phenomena in pipelines and in pipeline-net-
works; the problems of the aeroacoustics as well as the investigation of the pollution of the 
rivers are the problems which the necessary and close connection of the simplified theories 
and complementery measurements is readily perceptible which, at the present state of know-
ledge has to supplement the detailed knowledge of the microstructure of the medium. 
Einige Forschungsprobleme der Strömungstechnik in Ungarn. Die Autoren wünschen 
durch vier ausererwählte Gegenstände erläutern, daß der Grund der sich verlangsammten 
Entwicklung der Strömungstechnik in der unbekannten Mikrostruktur des strömenden Mittels 
l iegt . Das Problem der entsprechenden Ausbildung der Schaufelung der strömungstechnischen 
Maschinen und der i n den Maschinen abspielenden Strömungsvorgänge; die Untersuchung 
der in den Rohrleitungen, bzw. in den Rohrnetzen auftretenden unstationären Bewegungen; 
die Fragen der Aeroakustik und der Verunreinigung der Ströme sind dieselben, wodurch der 
notwendige, enge Zusammenhang zwischen den vereinfachten Theorien und den Ergänzungs-
messungen erfaßt werden. 
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BRACKETING OF E I G E N F R E Q U E N C I E S OF CONTINUOUS S T R U C T U R E S 
Akadémiai Kiadó, Budapest 1980 
Az MTA Műszaki Tudományok Osztálya rendezésében és az MTA Műszaki Mechanikai 
Tanszéki Kutatócsoport technikai lebonyolításában került sor a 112. EUROMECH Kollok-
viumra Mátrafüreden 1979. febr. 21 — 23 között . 
A l i országból 59 résztvevővel rendezett rangos nemzetközi konferencián szóban elő-
adott v a g y utólag beküldött tanulmányok többségét tartalmazza a szóban forgó kiadvány 
670 oldal terjedelemben. 
A dolgozatok az alábbi, a Kollokvium címében megjelölt eljáráscsoporthoz kapcsolódó 
témaköröket tárgyalják: 
1. a Poincaré — Rayleigh—Ritz-módszer, a közbenső operátorok módszere, az ortogonális in-
variánsok Fichera-féle módszere újabb változatai , továbbfejlesztései, újabb alkalmazásai 
vagy hasonló célra szolgáló más módszerek, 
2. sajátértékekkel kapcsolatos optimizálások, 
3. adott tartománybeli valamennyi sajátérték meghatározását célzó eljárások. 
A résztvevők létszáma s általában az EUROMECH Kollokviumok célkitűzése lehetővé 
tette, hog a rendezvényt egy szekcióban bonyolítsák le. 
A könyvben az egyes cikkek a szerzők neve szerinti ABC sorrendben követik egymást. 
Tudományos értékük kiemelkedő, az adott tématerületen a közelmúltban elért magas szintű 
kutatási eredményeket ismerteti. A színvonalat a szerzők névsora is fémjelzi. Matematikusok, 
elméleti beállítottságú mérnökök és fizikusok, a mérésekben is járatos mérnökök mnnkái 
számos további kutatásra adnak kiinduló pontot . Mindez azt is mutatja, hogy időszerű volt e 
gyakorlati szempontból is növekvő fontosságú, a nemzetközi tudományos érdeklődés előteré-
ben álló témacsoport számára az összefoglalás és a továbbfejlődés érdekében i lyen fórumot 
biztosítani. 
A „camera ready" technikával készített 38 kézirat többsége jó kiállítású, az ábrák és 
táblázatok jól áttekinthetők. Látszik, hogy a szerzők a matematikai képletek írásakor az ért-
hetőségre nagy gondot fordítottak, és helyenként kevesebbet törődtek a betűk és indexek 
alakjával. Összességében mégis elmondható, hogy a könyv kiemelkedő szakmai értékeihez a 
külalakja is megfelelő. Külön ki kell emelni az Akadémia Kiadó szép és gondos m u n k á j á t 
Dr. Czeglédi Gyula 
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